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I� Bevezet�es

A klasszikus mechanika ritk�an tapasztalt matematikai eleganci�aj�u �es

hat�ekonys�ag�u tudom�anyter�ulett�e fejl�od�ott Lagrange� Hamilton� D�Alembert� Ja�

cobi� Noether �es m�asok munk�ass�aga nyom�an� A sz�azadunkban vizsg�alt di�

namikai rendszerek jelent�os r�esze azonban nem helyezhet�o el a klasszikus keretek

k�oz�ott� �
gy sz�uks�egess�e v�alt a k�enyszeres rendszerek dinamik�aj�anak kidolgoz�asa� A

k�ovetkez�okben r�oviden megkis�erlem felv�azolni a probl�ema jelleg�et�

Tekints�uk a Lagrange�f�uggv�enyekkel jellemzett dinamikai rendszereket�

K�epezz�uk a Lagrange�f�uggv�enyek �altal�anos�
tott sebess�egek szerinti m�asodik

id�oderiv�altjaib�ol �all�o m�atrixot� Ha ez a m�atrix szingul�aris� a dinamikai rendszert

szingul�arisnak fogjuk nevezni� A klasszikus pontrendszerek mechanik�aj�aban csak

nagyon mesterk�elt p�eld�akat lehet tal�alni szingul�aris rendszerekre� �
gy a szokv�anyos

tananyagban nem is szerepel ez az eset� Ha viszont �att�er�unk a pontrendszerek re�

lativisztikus� illetve a mez�okkel val�o le�
r�asra� kider�ul� hogy ilyen t�
pus�u

� a szabad relativisztikus r�eszecske Lagrange�s�ur�us�ege

� az elektrom�agneses Lagrange�s�ur�us�eg

� az �altal�anos relativit�aselm�eletben a gravit�aci�o Lagrange�s�ur�us�ege

� �es az �osszes fermiont le�
r�o Lagrange�s�ur�us�egek

Ezekben� a �zikai szempontb�ol rendk�
v�ul fontos esetekben a La�

grange f�uggv�eny szingul�aris jellege miatt az Euler�Lagrange egyenletek egyr�esze

nem a mechanik�aban megszokott m�asodrend�u di�erenci�alegyenlet� aminek

k�ovetkezm�enyek�ent a kezdeti �ert�ekek megad�asa eset�en is csak tetsz�oleges f�uggv�enyek

erej�eig meghat�arozott a megold�as� Ugyanakkor a Hamilton�formalizmusra val�o

�att�er�es megszokott m�odja lehetetlenn�e v�alik� Ezen dinamikai rendszerek Hamilton

formalizmus�at �
gy a szok�asost�ol elt�er�oen kell fel�ep�
teni� A Hamilton formalizmusban

ad�od�o probl�em�ak megold�asa n�elk�ul a kvant�al�as kanonikus �utja j�arhatatlan�

Mindezekb�ol l�athat�o� hogy a k�enyszeres rendszerek dinamik�aj�anak

tanulm�anyoz�asa rendk�
v�uli fontoss�aggal b�
r� Az ilyen rendszereket els�ok�ent Dirac

tanulm�anyozta �es kidolgozta a Dirac�z�ar�ojelek m�odszer�et� K�es�obb t�ok�eletes�
tett�ek
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az elj�ar�ast �es a t�emak�orr�ol jelenleg rendk�
v�ul j�o� angol nyelv�u k�onyvek �allnak ren�

delkez�esre�

A szingul�aris rendszerek k�oz�os jellemz�oje� hogy dinamikai k�enyszerekkel ren�

delkeznek� A k�enyszerek egyr�eszt megk�ot�est jelentenek a kezdeti adatok lehets�eges

�ert�ekeire� m�asr�eszt a dinamikai v�altoz�ok id�obeli fejl�od�es�enek egy�ertelm�us�eg�et sem

teszik lehet�ov�e �egy kezd�o�allapot t�obb v�eg�allapotba fejl�odhet�� Mindez �osszef�ugg a

m�ert�ektranszform�aci�ok jelenl�et�evel�

K�ul�onbs�eget kell tenni k�etf�ele k�enyszer� a m�ert�ekelm�eletekben fellel�

het�o k�enyszerek� illetve a param�eteres elm�eletekben fellelhet�o k�enyszerek k�oz�ott�

El�obbiekben a k�enyszer a f�azist�erben olyan fejl�od�est gener�al� mely ekvivalens

�allapotok sor�an visz v�egig� A param�eteres elm�eletek eset�eben ez nem igaz� maga

a k�enyszer gener�alhatja az id�ofejl�od�est� P�eldak�ent megeml�
thet�o� hogy a gravit�aci�o

dinamik�aja egyetlen� hamiltoninak nevezett k�enyszerben testes�ul meg� Ezenk�
v�ul

tov�abbi h�arom k�enyszer is jelen van� ezek a m�ert�ekelm�eletek k�enyszereihez hason�

latosak� ekvivalens �allapotokba val�o fejl�od�est gener�alnak� Az e t�eren fellelhet�o

probl�em�ak k�oz�ul sok jelenleg m�eg kutat�as t�argy�at k�epezi�

A dolgozatban �attekintj�uk a k�enyszeres dinamikai rendszerek �altal�anos La�

grange �es Hamilton elm�elet�et� Alkalmaz�ask�ent az elektrom�agneses mez�ot t�argyaljuk�

mint a legegyszer�ubb m�ert�ekelm�eletet� Terjedelmi okokn�al fogva param�eteres

elm�eletekr�ol itt nem esik sz�o� valamint a bevezet�oben eml�
tett egy�eb alkalmaz�asokr�ol

sem�

A k�ovetkez�okban t�obb helyen is az Einstein f�ele �osszegz�esi konvenci�ot

haszn�aljuk� ha egy index egy kifejez�esben k�etszer ism�etl�odik� egyszer als�o� egyszer

meg fels�o indexk�ent� �osszegezni kell ezen index szerint�

A szerz�o k�osz�onet�et fejezi ki a Magyar Fels�ooktat�as�ert �es Kutat�as�ert

Alap�
tv�anynak� melynek t�amogat�as�aval ez az�
r�as elk�esz�ulhetett� valamint Dr� Bene�

dict Mih�alynak a k�ezirat �atolvas�as�a�ert�
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II� A k�enyszeres dinamikai rendszerek Lagrange elm�elete

Ebben a paragrafusban az L�t� qi� �qi� Lagrange�f�uggv�ennyel jellemezhet�o

k�enyszeres dinamikai rendszerek �altal�anos elm�elet�et ismertetem� Az n darab

�altal�anos�
tott koordin�ata szerinti vari�al�asb�ol sz�armaz�o n darab Euler�Lagrange

egyenlet r�eszletesen a k�ovetkez�o alakban �
rhat�o�

� �
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�qi
�

d

dt
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� �qj

�
�L

� �qi

� V i�t� qi� �qi� �W ij�t� qi� �qi��qj

���	�

Itt V �es W a gyorsul�asokt�ol nem f�ugg�o mennyis�egek� Ha W m�atrix invert�alhat�o� az

egyenletrendszer olyan alakra hozhat�o� amelyben mindegyik gyorsul�as k�ul�on egyen�

letben szerepel� A Lagrange f�uggv�enyt akkor nevezz�uk szingul�arisnak� ha�

det�W ij� �� det

�
��L

� �qi� �qj

�
� � �����

B�ar ez a klasszikus mechanik�aban ritk�an fordul el�o� a bevezet�oben felsorolt

valamennyi k�enyszeres dinamikai rendszer Lagrange f�uggv�eny szingul�aris� A

tov�abbiakban az egyszer�us�eg kedv�e�ert az id�of�ugg�est�ol eltekint�unk �explicit id�of�ugg�es

eset�en hasonl�oak a levezet�esek��

Amennyiben rang W � R � n� a W m�atrixnak l�etezik �n � R� darab nulla

saj�at�ert�ekhez tartoz�o saj�atvektora� jel�olje ezeket ��r� � r � 	� n�R�

��r�iW
ij � � �����

A ���	� Euler�Lagrange egyenleteket ��r��rel szorozva �
gy �n � R� darab

olyan �osszef�ugg�eshez jutunk� melyek nem tartalmaznak gyorsul�asokat� �
gy ezek

Lagrange�k�enyszerek�

��r� �� ��r�iV
i � � �����

Ezen egyenletek tulajdonk�eppen az Euler�Lagrange egyenletek line�aris kombin�aci�oi�

melyek nem a mechanik�aban megszokott m�asodrend�u di�erenci�alegyenletek� hanem

vagy els�orend�uek� vagy pedig algebrai egyenletek�

L�attuk� hogy a Lagrange�f�uggv�eny szingul�aris volta �es a dinamika k�enyszeres

jellege �osszef�uggenek egym�assal� A k�enyszerekr�ol azonban m�eg t�avolr�ol sem mond�

tunk el mindent�





A ����� k�enyszerek ismeret�eben ism�et meg kell vizsg�alni W rangj�at� Ameny�

nyiben ez kisebb R�n�el� az elj�ar�ast meg kell ism�etelni �es �
gy �ujabb k�enyszerekhez

juthatunk� Ezek elvben ism�et cs�okkenthetik W rangj�at� stb� Az ezzel az elj�ar�assal

el�o�all�
tott k�enyszereket nevezz�ok els�o gener�aci�os Lagrange k�enyszereknek� A

k�ovetkez�okben ezeket ��I��nek jel�olj�uk�

A k�enyszereket algebrai �uton kombin�alva egym�assal� csak a koordin�at�akt�ol

f�ugg�o �A�t�
pus�u�� illetve a sebess�egekt�ol is f�ugg�o �B�t�
pus�u� �osszef�ugg�eseket nyer�

het�unk�
A�t�
pus�u � ��A��q� � �

B�t�
pus�u � ��B��q� �q� � �
����

Az A�t�
pus�u k�enyszerek k�oz�ott el�ofordulhatnak azonoss�agok is�

Tekints�unk p�eld�aul egy n koordin�at�aval jellemzett dinamikai rendszert�

amelynek az Euler�Lagrange egyenleteib�ol egy azonoss�ag kombin�alhat�o ki� Emiatt

az id�ofejl�od�est �n� 	� egyenlet hat�arozza meg� melyek k�ovetkez�o alakra hozhat�ok�

�qi � �qi�q�� ���� qn��� �q�� ���� �qn��� qn� �qn� �qn� � i � 	� ���� n� 	 �����

A rendszer megold�as�aban qn nyilv�anval�oan tetsz�oleges f�uggv�enyk�ent jelenkezik� �Igy

a rendszer id�ofejl�od�ese nem egy�ertelm�u a kezdeti felt�etelek megad�asa eset�en sem�

Tegy�uk ehhez hozz�a� hogy �altal�aban a k�enyszerek miatt m�ar a kezd�ofelt�etelek sem

v�alaszthat�ok meg tetsz�olegesen� hanem csak �ugy� hogy a k�enyszerek ne s�er�uljenek�

Mindezek jellemz�o tulajdons�agai a m�ert�ekelm�eleteknek�

Az els�o gener�aci�os k�enyszerek A �es B t�
pus�u k�enyszerekre val�o

sz�etv�alaszt�as�ara mind�ossze az�ert volt sz�uks�eg� mert az A t�
pus�u k�enyszerek els�o

id�oderiv�altja nem tartalmaz gyorsul�asokat� �
gy szint�en k�enyszer� A deriv�al�assal

el�o�all�
tott k�enyszereket m�asodik gener�aci�os Lagrange k�enyszereknek nevezz�uk�

Ezek� illetve line�aris kombin�aci�oik lehetnek szint�en A �es B t�
pus�uak� �Uj A t�
pus�u

k�enyszerekb�ol deriv�al�assal �ujabb k�enyszerek nyerhet�ok� stb�

Az elj�ar�ast mindaddig ism�etelj�uk� m�
g az �osszes A t�
pus�u k�enyszer

id�oderiv�altja el�o�all B t�
pus�u k�enyszerek line�aris kombin�aci�ojak�ent� A B t�
pus�u

k�enyszerek id�oderiv�altja gyorsul�asokat tartalmaz� �
gy vagy a m�ar megl�ev�o Euler�

Lagrange egyenletek kombin�aci�oja� vagy pedig �uj dinamikai egyenlet� A k�enyszerek
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id�oderiv�altj�anak elt�un�es�et az�ert kell megk�ovetelni� mert a k�enyszereknek nem csak

kezdetben� hanem minden pillanatban teljes�ulni�uk kell�

A Lagrange formalizmusban teh�at az els�o� illetve m�asodik gener�aci�os� illetve

A �es B t�
pus�u oszt�alyoz�asok keresztez�es�eb�ol a k�ovetkez�o t�
pus�u k�enyszerek ad�odnak�

��I�A� � ��I�B� � ��II�A� � ��II�B� � �����

Elvben az A t�
pus�u �holon�om� k�enyszerek a kon�gur�aci�os t�er megfelel�o sz�uk�
t�es�evel

kik�usz�ob�olhet�ok�

V�eg�ul n�eh�any megjegyz�es�

i� A Lagrange f�uggv�eny szingul�aris jellege a v�alasztott koordin�atarendszert�ol

f�uggetlen �all�
t�as�

ii� A Lagrange f�uggv�eny szingul�aris jellege miatt a Hamilton formalizmusra val�o

�att�er�es szok�asos m�odja j�arhatatlan� Ugyanis

pi�qj � �qj� �
�L

� �qi
�����

egyenletek akkor �es csakis akkor invert�alhat�ok a �q sebess�egekre n�ezve� ha

det�W � �� �� vagyis a rendszer nem szingul�aris� Ellenkez�o esetben valamennyi

sebess�eg nem fejezhet�o ki a kanonikus v�altoz�ok seg�
ts�eg�evel�

iii� Ford�
tva� ha a Hamilton�formalizmusb�ol szeretn�enk visszat�erni a Lagrange

formalizmushoz� a

�qi �
�H

�p
�����

�osszef�ugg�eseket kell invert�alni az impulzusokra n�ezve� Ez akkor lehets�eges�

ha

det

�
��H

�pi�pj

�
�� � ���	��

teljes�ul� Bel�athat�o azonban� hogy ez ut�obbi koordin�atarendszer f�ugg�o �all�
t�as�

Minden Hamilton f�uggv�eny szingul�ariss�a tehet�o alkalmas kanonikus transz�

form�aci�oval�
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III� A k�enyszeres dinamikai rendszerek Hamilton elm�elete

III�a� Els�odleges k�enyszerek� gyenge �es er�os egyenl�os�eg

Az eddigiekb�ol kider�ult� hogy a szingul�aris rendszerek Hamilton elm�elet�et

nem lehet a szok�asos m�odon fel�ep�
teni� A megfelel�o Hamilton formalizmust az ebben

a paragrafusban bemutat�asra ker�ul�o Dirac�Bergmann algoritmus seg�
ts�eg�evel nyer�

hetj�uk�

Az el�oz�o paragrafusban m�ar l�attuk azt� hogy a szingularit�as ����� felt�etel�enek

teljes�ul�ese eset�en az impulzusok ����� kifejez�esei csak r�eszben invert�alhat�ok a

sebess�egekre n�ezve� A r�eszben v�egrehajtott invert�al�as eredm�enye�

�q� � ���qi� p
�� �qA� � i � 	� n � �� � � 	� R

pB � �B�qi� p
�� � A�B � R � 	� n

���	�

Itt feltett�uk� hogy a koordin�at�ak alkalmas �atrendez�es�evel pontosan az els�o R darab

sebess�eg fejezhet�o ki a kanonikus v�altoz�ok �es a t�obbi sebess�eg f�uggv�eny�eben� ���	�

m�asodik �osszef�ugg�es�evel kapcsolatosan vegy�uk �eszre� hogy a sebess�egekre n�ezve nem

invert�alhat�o �n �R� egyenlet nem tartalmazhatja �qA�kat� ellenkez�o esetben ezek is

kifejezhet�ok lenn�enek� �
gy rang�W � 	 R lenne� A vizsg�alt �n � R� egyenlet teh�at

csak �q��kat tartalmaz� de ezek kik�usz�ob�olhet�ok ���	� els�o rel�aci�oinak seg�
ts�eg�evel�

Az �n�R� darab


B �� pB � �B�qi� p
�� � � �����

�osszef�ugg�esek els�odleges hamiltoni k�enyszerek� Ezek a f�azist�eren egy fel�uletet

hat�aroznak meg� az �un� k�enyszerfel�uletet ���� A hamiltoni k�enyszereket 
�vel

jel�olj�uk� a ��vel jel�olt Lagrange f�uggv�enyekt�ol val�o megk�ul�onb�oztet�es c�elj�ab�ol�

A k�ovetkez�okben bevezetj�uk ezen k�enyszerfel�uletekhez kapcsol�od�o gyenge�

illetve er�os egyenl�os�egek fogalm�at�

K�et f�uggv�eny� f �es g gyeng�en egyenl�o� ha a k�enyszerfel�uletek pontjain azonos

�ert�ekeket vesznek fel�

f�q� p��g�q� p� �����

K�et f�uggv�eny� f �es g er�osen egyenl�o� ha gyeng�en egyenl�oek �es a

�



k�enyszerfel�uleten a gradienseik is egyenl�oek�

�
f�q� p��g�q� p�

�
�

�
� f�q� p��g�q� p�

�f

�q
�
�g

�q
�es

�f

�p
�
�g

�p

�
A �����

�All��t�as�

�f�g��

�
f � 
B

�f

�pB
�g � 
B

�g

�pB

�
����

bizony��t�as� tekints�unk ��n k�et in�nitezim�alisan k�ozeli pontot� A k�et pont ko�

ordin�at�ainak k�ul�onbs�egei ����� k�enyszerek miatt nem f�uggetlenek�

�qi � �p� � �pB �
��B

�qi
�qi �

��B

�p�
�p� �����

Amennyiben f�g� �ugy

�f��g �����

����� miatt �f k�ovetkez�ok�eppen �
rhat�o�

�f �
�f

�qi
�qi �

�f

�p�
�p� �

�f

�pB
�pB �

�

�
�f

�qi
�

�f

�pB
��B

�qi

�
�qi �

�
�f

�p�
�

�f

�pB
��B

�p�

�
�p�

�����

Hasonl�o kifejez�es �
rhat�o fel �g �re is� Mivel �qi �es �p� egym�ast�ol f�uggetlenek� ������

b�ol k�etf�ele gyenge egyenl�os�eg ad�odik�

�f

�qi
�

�f

�pB
��B

�qi
�
�g

�qi
�

�g

�pB
��B

�qi

�f

�p�
�

�f

�pB
��B

�p�
�

�g

�p�
�

�g

�pB
��B

�p�

�����

amelyek ����� k�enyszerek seg�
ts�eg�evel kifejezve�

�

�qi

�
f � 
B

�f

�pB

�
�

�

�qi

�
g � 
B

�g

�pB

�

�

�p�

�
f � 
B

�f

�pB

�
�

�

�p�

�
g � 
B

�g

�pB

� ���	��

V�eg�ul �eszrevessz�uk� hogy ut�obbi egyenl�os�egben az 	�t�ol R�ig fut�o � index i � 	� n

indexre cser�elhet�o� mert az �R � 	��t�ol n�ig fut�o indexek eset�eben ���	�� mindk�et

oldala gyeng�en elt�unik�

�

�pA

�
f � 
B

�f

�pB

�
�

�f

�pA
� �AB

�f

�pB
� 
B

��f

�pA�pB
�� ���		�

�



Q�E�D�

Az el�obb bizony�
tott �all�
t�asnak van egy fontos k�ovetkezm�enye� Ha a g

f�uggv�enyt null�anak v�alasztjuk�

�
f � �

�
�

�
f �
B

�f

�pB

�
���	��

vagyis a gyeng�en elt�un�o f�uggv�enyek a k�enyszerek line�aris kombin�aci�oi�

Megjegyezz�uk m�eg� hogy a gyenge egyenl�os�egeket csak a sz�amol�asok legv�eg�en

szabad felhaszn�alni� Teh�at a Poisson z�ar�ojeleket is az eg�esz f�azist�eren sz�amoljuk �es

csak ezut�an sz�uk�
tj�uk le �ert�ek�uket a k�enyszerfel�uletre�

III�b� Legendre transzform�aci�o� m�asodlagos k�enyszerek

Az impulzusoknak a sebess�egekre n�ezve csak r�eszben lehets�eges in�

vert�alhat�os�aga folyt�an a Legendre transzform�aci�o v�egeredm�enye egy �hibrid��

koordin�at�akt�ol� impulzusokt�ol �es sebess�egekt�ol egyar�ant f�ugg�o kifejez�es� amit a

tov�abbiakban kanonikus Hamilton f�uggv�enynek nevez�unk�

HC�qi� p
�� �qA� � pi �qi � L�q� �q� ���	��

�All��t�as�

	o HC � HC�qi� p
��

�o �q� �
�HC

�p�
� �qA

��A

�p�

�o �pi � �
�HC

�qi
� �qA

��A

�qi

���	��

bizony��t�as� felhaszn�alva �q� �es pA ���	� kifejez�eseit a kanonikus Hamilton f�uggv�eny

���	�� kifejez�es�eben� majd rendre a v�altoz�oi szerinti parci�alis deriv�altakat k�epezve�

�HC

�qi
� �qA

��A

�qi
�

�L

�qi

�HC

�p�
� �q� � �qA

��A

�qi
� �q� �

�HC

�p�
� �qA

��A

�p�

�HC

� �qA
� �

���	�

	�



Az �all�
t�as els�o �es m�asodik r�esze ezzel bizony�
t�ast nyert� a harmadik r�eszhez az im�

pulzusok de�nici�oj�at� az Euler�Lagrange egyenleteket valamint ���	� els�o egyenlet�et

haszn�aljuk�

�pi �
d

dt

�L

� �qi
�

�L

�qi
� �

�HC

�qi
� �qA

��A

�qi
���	��

Q�E�D�

�Erdekes k�ovetkezm�enye az el�obbi �all�
t�asnak� hogy a kanonikus Hamilton

f�uggv�eny csak a k�enyszerfel�uleten �ertelmezett� mivel pB�t�ol nem� hanem csak

�qi� p���t�ol f�ugg� �es a pB v�altoz�ok csak a k�enyszerfel�uleten fejezhet�ok ki ut�obbiak

f�uggv�eny�eben� Mivel az eg�esz f�azist�eren �ertelmezett Poisson z�ar�ojeleket kell

haszn�alnunk� c�elszer�u HC helyett egy valamilyen� az eg�esz f�azist�eren �ertelmezett

H Hamilton f�uggv�enyt haszn�alni� amely HC�vel er�osen egyenl�o� Egy�eb kik�ot�es

H�ra nincs� ez tulajdonk�eppen teh�at HC�nek tetsz�oleges kiterjeszt�ese az eg�esz

f�azist�erre� A kiterjeszt�es az�ert tetsz�oleges� mert a �zikai t�ort�en�esek mindenk�eppen

a k�enyszerfel�uleten zajlanak�

A ���	�� ���	�� kanonikus egyenletek a ����� k�enyszerek seg�
ts�eg�evel

k�ovetkez�o alakra hozhat�ok�

�q��
�H

�p�
� �qA

�
A

�p�

�pi��
�H

�qi
� �qA

�
A

�qi

���	��

Az � index az els�o egyenletben i�re v�altoztathat�o� mert i � A esetekben mindk�et

oldal �qA�

Vezess�uk be az els�odleges Hamilton f�uggv�enyt�

HP � H � 
B �qB ���	��

Seg�
ts�eg�evel a kanonikus egyenletek a megszokott alakban �
rhat�ok�

�qi�
�HP

�pi
� fqi�HP g

�pi��
�HP

�qi
� fpi�HP g

���	��

A gyakorlatban az els�odleges Hamilton f�uggv�enyben H helyett HC�t haszn�alhatjuk�

		



Tetsz�oleges f�uggv�eny id�ofejl�od�es�et �
gy

df

dt
�

�f

�qi
�qi �

�f

�pi
�pi �

�f

�qi

�HP

�pi
�

�f

�pi
�HP

�qi
� ff�HP g ������

adja meg�

Az eg�esz f�azist�eren �ertelmezett Poisson z�ar�ojelek haszn�alat�anak �ara az� hogy

a mozg�asegyenletek gyenge egyenl�os�egek� a kanonikus Hamilton f�uggv�eny helyett

pedig az els�odleges Hamilton f�uggv�eny szerepel�

Ak�arcsak a Lagrange formalizmusban� itt is biztos�
tani kell azt� hogy a

k�enyszeregyenletek minden id�opontban teljes�uljenek�

� � �
A � f
A�HP g � f
A�Hg � �qBf

A� 
Bg ����	�

Ezen egyenletek vagy �gyenge� azonoss�agok� vagy meghat�arozz�ak az ismeretlen

�qA�k valamelyik�et� vagy pedig �uj k�enyszerek� Ut�obbi esetben az id�oderiv�al�ast

meg kell ism�etelni� stb� Az �
gy el�o�all�
toott k�enyszereket m�asodlagos hamiltoni

k�enyszereknek nevezz�uk� Az elj�ar�as sor�an az ismeretlen �qB egy�utthat�ok egy r�esze

meghat�arozott�a v�alhat�

Bizony�
t�as n�elk�ul jegyezz�uk meg� hogy az els�o gener�aci�os Lagrange k�enyszerek

az els�odleges hamiltoni k�enyszerek id�oderiv�altjainak line�aris kombin�aci�oi� L�etezik�

egy ezid�aig m�eg helyt�all�o sejt�es is� miszerint az �osszes Lagrange k�enyszer ismeret�eben

az �osszes hamiltoni k�enyszer k�ovetkezm�enyk�ent el�o�all�

III�c� A k�enyszerek �uj oszt�alyoz�asa� els�o �es m�asodoszt�aly�u k�enyszerek

A hamiltoni k�enyszerek els�odleges� illetve m�asodlagos jellege nem annyira

fontos� mint az ebben a paragrafusban bevezetend�o oszt�alyoz�asuk�

Egy hamiltoni k�enyszert els�ooszt�aly�unak nevez�unk 
�I�� ha�

f
�I�� 
Bg�� ������

az �osszes B�re� A k�enyszert m�asodoszt�aly�unak nevezz�uk 
�II�� ha ������ nem

teljes�ul� A hamiltoni k�enyszerekre a k�ovetkez�o jel�ol�eseket vezetj�uk be�

els�ooszt�aly�u els�odleges k�enyszer � 
�I���

els�ooszt�aly�u m�asodlagos k�enyszer � 
�I���

m�asodoszt�aly�u els�odleges k�enyszer � 
�II���

m�asodoszt�aly�u m�asodlagos k�enyszer � 
�II���

������

	�



A ������ kanonikus egyenletekben szerepl�o ���	�� els�odleges Hamilton f�uggv�eny tar�

talmazza az els�odleges k�enyszerek sebess�egekkel vett line�aris kombin�aci�oj�at� Az �uj

oszt�alyoz�as ismeret�eben ez a kifejez�es k�ovetkez�ok�eppen r�eszletezhet�o�

�qB

B � uC


�I���
C � vc
�II���c ������

Itt a nagybet�us indexek az els�ooszt�aly�u� a kisbet�usek pedig m�asodoszt�aly�u

k�enyszerek szerinti �osszegz�eseket jel�olik� Az els�odleges� illetve m�asodlagos

k�enyszerek id�omegmarad�asa k�ovetkez�ok�eppen �
rhat�o�

f

�I���
D �Hg��

f

�II���
d �Hg� vcf


�II���
d � 
�II���c g��

f

�I���
D �Hg��

f

�II���
d �Hg� vcf


�II���
d � 
�II���c g��

�����

Mivel az uC egy�utthat�ok elt�untek az egyenletekb�ol� ezek meghat�aroz�asa m�ar nem

lehets�eges� �
gy tetsz�oleges f�uggv�enyek maradnak� A megold�asban szerepl�o

tetsz�oleges f�uggv�enyek sz�ama ��gy megegyezik az els�odleges els�ooszt�aly�u

k�enyszerek sz�am�aval�

K�onnyen bel�athat�o az� hogy a m�asodoszt�aly�u k�enyszerek egym�assal vett Pois�

son z�ar�ojeleib�ol alkotott m�atrix regul�aris a k�enyszerfel�uleten� �Ellenkez�o esetben

a m�asodoszt�aly�u k�enyszerek valamilyen line�aris kombin�aci�oja els�ooszt�aly�u kellene

hogy legyen� ami nem lehets�eges�� Ez a m�atrix� mivel antiszimmetrikus� p�aros

dimenzi�oj�u kell legyen� �
gy a m�asodoszt�aly�u k�enyszerek mindig p�aros sz�amban for�

dulnak el�o�

Mivel a m�asodoszt�aly�u k�enyszerek egym�assal vett Poisson z�ar�ojeleib�ol alko�

tott m�atrix invert�alhat�o� ����� m�asodik �es negyedik egyenlet�eb�ol�

vc�� f
�II���� 
�II�g�� cdf

�II�
d �Hg

f
�II���� 
�II�g�� cdf

�II�
d �Hg��

������

�osszef�ugg�esek ad�odnak� Ezeket majd a mozg�asegyenletek egyszer�ubb alakban val�o

�
r�as�ara haszn�aljuk�

	�



III�d� A teljes �es b�ov��tett Hamilton f�uggv�eny� a Dirac z�ar�ojel

Az id�ofejl�od�est jellemz�o ������ gyenge egyenl�os�eg ������ �es ������ fel�

haszn�al�as�aval k�ovetkez�o alakot �olti�

df

dt
� ff�Hg� uCff� 


�I���
C g � ff� 
�II�c gf
�II�� 
�II�g�� cdf


�II�
d �Hg ������

�Erdekes m�odon a m�asodoszt�aly�u k�enyszerek k�oz�ul �ugy az els�odlegesek� mint a

m�asodlagosak szerepelnek a fenti �osszef�ugg�esben� m�
g az els�ooszt�aly�uak k�oz�ul csak

az els�odlegesek�

A ������ �osszef�ugg�es egyszer�ubb alakj�at nyerj�uk a teljes Hamilton

f�uggv�eny bevezet�ese ut�an�

HT � H � uC

�I���
C ������

Dirac javasolta� hogy az els�odleges �es m�asodlagos els�ooszt�aly�u hamiltoni k�enyszerek

egyenrang�uan szerepeljenek egy b�ov��tett Hamilton f�uggv�enyben�

HE � HT �wC�



�I���
C� ������

Jelenleg a k�ul�onb�oz�o szerz�ok v�elem�enyei elt�ernek abban� hogy a teljes vagy pedig a

b�ov�
tett Hamilton f�uggv�enyt kell�e haszn�alni a dinamikai egyenletekben� A k�etf�ele

n�ez�opont szerint az is k�ul�onb�ozik� hogy mit nevezhet�unk meg�gyelhet�o meny�

nyis�egnek� Egy F meg�gyelhet�o mennyis�egr�ol ugyanis joggal v�arjuk el azt� hogy

klasszikus m�er�eskor az elm�elet alapj�an megj�osolhat�o �ert�eket vegyen fel� Ez a

felt�etel azonban nem teljes�ulhet� ha az F id�ofejl�od�es�et le�
r�o egyenlet tetsz�oleges

f�uggv�enyeket tartalmaz� Att�ol f�ugg�oen� hogy az egyenletben melyik Hamilton

f�uggv�eny szerepel� ezen f�uggv�enyek sz�ama is v�altozhat� �Altal�anosan elfogadott

krit�eriuma egy mennyis�eg meg�gyelhet�os�eg�enek az� hogy a teljes� illetve a b�ov�
tett

Hamilton f�uggv�ennyel vett Poisson z�ar�ojele legyen gyeng�en elt�un�o�

Megjegyezz�uk� hogy az eddig bevezetett Hamilton f�uggv�enyek�

HC �H�HP �HT �es HE mind megegyeznek a k�enyszerfel�uleten�

Vezess�uk be a Dirac z�ar�ojel fogalm�at�

ff� ggD � ff� gg � ff� 
�II�c gf
�II�� 
�II�g�� cdf

�II�
d � gg ������

	�



Ennek seg�
ts�eg�evel a ������ dinamikai egyenlet

df

dt
� ff�HP g � ff�HT gD ����	�

alternat�
v alakokban �
rhat�o�

A Dirac z�ar�ojel tulajdonk�eppen egy �altal�anos�
tott Poisson z�ar�ojel� vagyis a

fundament�alis z�ar�ojelek megszokott �ert�ekeit�ol eltekintve a Poisson z�ar�ojel �osszes

tulajdons�ag�aval rendelkezik�

� antiszimmetrikus

� line�aris mindk�et argumentum�aban

� ha egyik f�uggv�eny �alland�o� a Dirac z�ar�ojel nulla

� �erv�enyes a Jacobi azonoss�ag

� szorzat Dirac z�ar�ojele� ffg� hgD � ffg� hgD � ff� hgDg

� a m�asodoszt�aly�u k�enyszerek tetsz�oleges f�uggv�ennyel vett Dirac z�ar�ojele

nulla�

Az ut�obbi tulajdons�ag fontoss�aga abban rejlik� hogy a m�asodoszt�aly�u

k�enyszerek m�ar a Dirac z�ar�ojelek sz�amol�asa el�ott null�av�a tehet�ok� szemben a Poisson

z�ar�ojelekkel� �Igy a m�asodoszt�aly�u k�enyszerek megold�as�ara lehet t�orekedni� amivel a

f�azist�er dimenzi�oja cs�okkenthet�o� Mivel a m�asodoszt�aly�u k�enyszerek p�aros sz�amban

fordulnak el�o� a reduk�alt f�azist�er p�aros dimenzi�oja biztos�
tva van�

	



IV� Elektrodinamika

A Maxwell egyenletek tal�an a legismertebb k�enyszeres dinamikai rendszert

�
rj�ak le� Ebben a r�eszben az el�oz�o k�et fejezetben ismertetett �altal�anos elm�eletet

fogjuk alkalmazni az elektrom�agneses mez�o eset�ere�

IV�a� Kovari�ans t�argyal�as

J�ol ismert� hogy a v�akuumbeli Maxwell egyenleteket megad�o hat�as�

I A�� ��� A�! �

Z
d�xFab�x�F ab�x� ���	�

ahol a kanonikus koordin�at�ak az Aa � ��� A�� a skal�ar �es vektor potenci�alokb�ol

k�epezett n�egyespotenci�al komponensei� Fab � �aAb � �bAa az elekrom�agneses

t�ertenzor �es az indexeket �ab � diag��	� 	� 	� 	� Minkowski metrik�aval� illetve

�ab � diag��	� 	� 	� 	� inverz metrik�aval h�uzzuk le �es f�ol� A latin indexek ��t�ol

��ig� a g�or�og indexek 	�t�ol ��ig futnak� Az elektromos� illetve m�agneses mez�ok�

E� �� F�� � ��A� � ��A� � ����� �A�

B� ��
	

�
��� F�� � ��� ��A�

�����

Vektor jel�ol�esm�odban fenti egyenletek a t�erer�oss�egek j�olismert kifejez�es�et adj�ak a

potenci�alok f�uggv�eny�eben�

�E � �grad� �
��A � �B � rot �A �����

Az Fab illetve �E� �B de�nici�oj�anak k�ovetkezm�enye a Maxwell egyenletek egyr�esze�

��cFab� � � � illetve

��B � �rot �E � div �B � �
�����

melyek �
gy azonoss�agok� Fenti k�epletben a sz�ogletes z�ar�ojel az �osszes index szerinti

antiszimmetriz�aci�ot jelenti�

A ���	� hat�as vari�aci�oja szolg�altatja a fennmarad�o Maxwell egyenleteket�

�bFba � � � illetve

div �E � � �
��E � rot �B

����

	�



L�athat�o� hogy ezen egyenletek nem v�altoznak meg� ha a potenci�alokat

Aa � A
�a � Aa � �a� �����

tetsz�oleges � f�uggv�ennyel k�epezett m�ert�ek transzform�aci�onak vetj�uk al�a�

IV�b� Kanonikus t�argyal�as

A kanonikus t�argyal�asm�od l�enyege� szemben a kovari�ans t�argyal�asm�odal az�

hogy az id�okoordin�at�at megk�ul�onb�oztetetten kezeli� Ez mindannyiszor sz�uks�eges�

ha id�ofejl�od�est tanulm�anyozunk�

Tekints�uk els�ok�ent a Lagrange formalizmus kanonikus t�argyal�as�at� A �����

Maxwell egyenletek r�eszletesen a k�ovetkez�o alakban �
rhat�ok�

a � � � � � "A� �
�

�t
�div �A� � div �E

a � � � � � � �A� � "A� � ��div �A � ����A�

�����

Mivel az els�o egyenletben nem fordul el�o m�asodik id�oderiv�alt� ez els�o gener�aci�os

B�t�
pus�u Lagrange k�enyszer� A m�asodik egyenlet dinamikai egyenlet� A har�

madik fejezetben le�
rt �altal�anos elj�ar�as seg�
ts�eg�evel is megtal�alhatjuk a k�enyszert�

k�ovetkez�ok�eppen� Wab � diag��� 	� 	� 	� m�atrix szingul�aris� a nulla saj�at�ert�ekhez

tartoz�o saj�atvektora � � �	� �� �� ��� melynek seg�
ts�eg�evel k�epezett Lagrange

k�enyszer pontosan ����� els�o egyenlete� Ez a k�enyszer nem m�as� mint Gauss t�orv�enye

v�akuumban�

Mivel a k�enyszer minden pillanatban kell hogy teljes�ulj�on�� megk�ovetelj�uk

az id�oderiv�alj�anak az elt�un�es�et� Err�ol azonban bel�athat�o� hogy azonoss�ag� �Igy

k�enyszeres szempontb�ol az elektrodinamika az egyszer�ubb elm�eletek k�oz�e tartozik�

mind�ossze egy Lagrange k�enyszerrel rendelkezik� �Eg�eszen pontosan a k�enyszerek

sz�ama 	 ��� mivel itt m�ar mez�okkel kell dolgozni� azaz minden pontban van egy

k�enyszer��

Bizony�
t�as n�elk�ul jegyezz�uk meg� hogy a Gauss k�enyszer a m�ert�ek invariancia

k�ovetkezm�enyek�ent egy �un� �altal�anos�
tott Bianchi azonoss�agk�ent is el�o�all�

A k�ovetkez�okben az elektrodinamika Hamilton formalizmus�at vizsg�aljuk� Az

impulzusok�
#a � F�a azaz

#� � � � #� � �A� � ��A�

�����

	�



Mint ahogyan az v�arhat�o volt� az �altal�anos�
tott sebess�egek k�oz�ul csak �A� fejezhet�ok

ki a kanonikus v�altoz�ok seg�
ts�eg�evel� �es tal�altunk egy els�odleges Hamilton k�enyszert

is�


��� �� #��� �����

A kanonikus Hamilton f�uggv�eny �egy teljes divergencia elhagy�asa ut�an��

HC �

Z
d�x

�
	

�
#�#� �A���#� �

	

�
F��F

��

�
���	��

Az els�odleges Hamilton f�uggv�eny pedig�

HP � HC �

Z
d�x u��x�#��x� ���		�

Az els�odleges k�enyszer id�oderiv�altja�

��f
����HP g � ��#� � 
��� ���	��

egy m�asodlagos k�enyszer� ami nem m�as� mint az ������ban fel�
rt Gauss k�enyszer�

Ezen k�enyszer id�oderiv�altja azonoss�ag� �Igy a Hamilton formalizmusban mind�ossze

k�et k�enyszer van� Mivel

f
���� 
���g � � ���	��

mindk�et k�enyszer els�ooszt�aly�u� M�asodoszt�aly�u k�enyszerek hi�any�aban a Dirac �es

Poisson z�ar�ojelek k�oz�ott nincs k�ul�onbs�eg�

A megold�asban az egy darab els�odleges els�ooszt�aly�u k�enyszernek megfelel�o

tetsz�oleges f�uggv�eny szerepel majd� A potenci�alok egy�ertelm�u meg nem

hat�arozotts�aga megint csak a m�ert�ek invariancia k�ovetkezm�enye�

A teljes �es a b�ov�
tett Hamilton f�uggv�enyek�

HT � HC �

Z
d�x u��x�#��x� � HP

HE � HC �

Z
d�x

�
u��x�#��x� � u��x���#��x�

� ���	��

A f�azist�er dimenzi�oja � � � � �� Mivel k�et els�ooszt�aly�u k�enyszer van� a

reduk�alt f�azist�er dimenzi�oja � � � � � � � � � � �� azaz val�oj�aban csak k�et sza�

bads�agi foka van az elektrom�agneses mez�onek� A szabads�agi fokok megkeres�ese

	�



k�etf�elek�eppen is t�ort�enhet� ezeket tekintj�uk �at v�azlatosan a k�ovetkez�o k�et paragra�

fusban�

IV�c� Reduk�alt f�azist�er el�o�all��t�asa a szabads�agi fokok kiv�alaszt�as�aval

Helmholtz nev�ehez f�uz�odik az az �all�
t�as� miszerint minden �A vektormez�o �egy

�alland�o vektor erej�eig� egy�ertelm�uen bonthat�o fel egy forr�asmentes �divergencia�

mentes� �es egy �orv�enymentes �rot�aci�omentes� vektorra�

A� � AT
� �AL

� � ��AT
� � � � �����A

L
� � � � AL

� � ��$ ���	�

A r�eszletes sz�amol�asok elv�egz�es�evel bel�athatjuk a k�ovetkez�oket�

a� A tranzverz�alis m�odusok fundament�alis Poisson z�ar�ojelei�

fAT
� �x��#T

� �y�gx�	y� � ������x � �y�

fAT
��x��#L

� �y�gx�	y� � � � fAT
��x��#��y�gx�	y� � �

fAL
��x��#T

� �y�gx�	y� � � � fA��x��#T
� �y�gx�	y� � �

���	��

b� AT
� meg�gyelhet�o mennyis�egek� mert�

fAT
� � 


���gx�	y� � fAT
� � 


���gx�	y� � � ���	��

c� A� nem meg�gyelhet�o mennyis�eg� mert�

fA�� 

���gx�	y� � fA��#�gx�	y� � ���x � �y� �� � ���	��

d� v�eg�ul AL
� szint�en nem meg�gyelhet�o mennyis�eg� mivel ����� m�asodik egyen�

let�eb�ol

�AL
� � #L

� � ��A� � AL
� � f�A�� ���	��

k�ovetkezik� �es A� semmilyen f�uggv�enye nem lehet meg�gyelhet�o mennyis�eg�

Fentiekb�ol k�ovetkezik� hogy az elektrom�agneses mez�o szabads�agi fokait

a potenci�al tranzverz�alis m�odusai k�epviselik�

Ez ut�obbi k�ovetkeztet�es lez�arja azon vit�akat� hogy a potenci�alok vagy pedig

a t�erer�oss�egek�e az els�odleges v�altoz�oi az elm�eletnek� Ez a k�erd�es felmer�ult az
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Aharonov�Bohm e�ektus kapcs�an is� amelyben szint�en a potenci�al tranzverz�alis r�esze

j�atszik szerepet�

IV�d� Reduk�alt f�azist�er el�o�all��t�asa m�ert�ek t��pus�u k�enyszerek seg��ts�eg�evel

A reduk�alt f�azist�er el�o�all�
t�as�anak m�asik m�odja az� hogy az elm�elethez k�
v�ulr�ol

k�enyszereket adunk� Ez az elj�ar�as j�ol ismert� a gyakorlatban Coulomb m�ert�ekben�

Lorentz m�ert�ekben stb� szoktuk az elektrodinamikai sz�amol�asokat v�egezni� �
gy oldva

fel az elm�eletben jelenlev�o m�ert�ek szabads�agot�

A leggyakrabban haszn�alt m�ert�ekek az elektrodinamik�aban�

a� Lorentz m�ert�ek� �aA
a � �� Ez nem sz�unteti meg teljesen a m�ert�ek sza�

bads�agot� tov�abbi m�ert�ek transzform�aci�ok v�egezhet�ok ugyanis �a�a � �

felt�etelnek eleget tev�o  f�uggv�eny seg�
ts�eg�evel�

b� Coulomb m�ert�ek� ��A� � �

c� Tempor�alis m�ert�ek� A� � �

d� Sug�arz�asi m�ert�ek� ��A� � � �es A� � �

e� Axi�al m�ert�ek� #� � ��A� � � �es A� � �

Vizsg�aljuk r�eszletesebben a sug�arz�asi m�ert�eket� N�emi sz�amol�as ut�an

bel�athat�o� hogy az elm�elethez adott k�et �uj k�enyszer

$� � A� � � �es $� � ��A
� � � ������

megsz�unteti a m�ert�ek szabads�agot� A r�egi 
����� k�enyszereknek az �uj $���

k�enyszerekkel vett Poisson z�ar�ojelei m�ar nem t�unnek el� �
gy n�egy darab

m�asodoszt�aly�u k�enyszert tartalmaz�o elm�elet�unk van� A gyenge egyenl�os�egek er�os

egyenl�os�egg�e val�o konvert�al�asa c�elj�ab�ol c�elszer�u a Dirac z�ar�ojeleket haszn�alni�

melyek most m�ar k�ul�onb�oznek a Poisson z�ar�ojelekt�ol�

Jel�olje a m�asodoszt�aly�u k�enyszerek egym�assal k�epezett Poisson z�ar�ojeleib�ol

�all�o m�atrixot M � A m�atrix sor� illetve oszlopindexeit a k�enyszerek 
���� 
����$��$�

��



sorrendje hat�arozza meg�

M �

�
B�

� � 	 �
� � � �"
�	 � � �
� " � �

�
CA ���x � �y� ����	�

ahol " a Laplace oper�ator� Az M m�atrix ���x��y� f�uggv�enyre n�ezve k�epezett inverze�

M�� �

�
BB�

� � ����x� �y� �
� � � � �

��j�x��yj

���x � �y� � � �
� �

��j�x��yj � �

�
CCA ������

�Igy k�et mennyis�eg Dirac�z�ar�ojele�

ff�x�� g�y�gD � ff�x�� g�y�g �

Z Z
d�ud�vff�x��$��u�gM��

�� f$
��v�� g�y�g ������

ahol $� � 
���� 
����$��$� k�enyszereket jel�oli� �es a Dirac illetve Poisson z�ar�ojeleket

azonos x� � y� id�oben sz�amoljuk�

Ebb�ol sz�armaztathat�ok a fundament�alis Dirac z�ar�ojelek is� �ugymint�

fAa�x��#b�y�gD � ��ba � ��a�
b�����x � �y�� �a�

a 	

��j�x� �yj

fAa�x�� Ab�y�gD � f#a�x��#b�y�gD � �

������

Az els�o fundament�alis Dirac z�ar�ojel nyilv�anval�oan nem egyenl�o a Dirac delta

f�uggv�ennyel� Az a � �� b � � esetben az egyenlet jobboldal�at tranzverz�alis

delta f�uggv�enynek nevezz�uk� Az elektrodinamika szokv�anyos t�argyal�as�aban a

tranzverz�alis delta f�uggv�enyt �k�ezzel� vezetik be az elm�eletbe� abb�ol a c�elb�ol� hogy

feloldj�ak a potenci�alok t�erszer�u komponenseinek Poisson z�ar�ojelei �es a Gauss t�orv�eny

k�oz�ott fenn�all�o inkonzisztenci�at� Az elektrodinamika k�enyszeres t�argyal�asm�odj�aban

a tranzverz�alis delta f�uggv�eny term�eszetes m�odon ad�odik�

A sug�arz�asi m�ert�ekkel kapcsolatos t�argyal�asunkat azzal a megjegyz�essel

z�arjuk� hogy a szabads�agi fokokat k�epvisel�o tranzverz�alis potenci�alok �es kano�

nikus impulzusaik k�oz�otti Dirac z�ar�ojelek egybeesnek ezen mennyis�egek Poisson

z�ar�ojeleivel�
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I� Bevezet�es

A k�enyszeres	 m�as n�even szingul�aris rendszereknek ma m�ar nagy irodalma

van 
����

Ez a dolgozat folytat�asa k��v�an lenni a hasonl�o c��m�u� K�enyszeres Dinamikai

Rendszerek I Elm�eleti Fizika F�uzetnek 
�� Az eml��tett f�uzetben a k�enyszeres	 m�as

n�even szingul�aris dinamikai rendszerek �altal�anos Lagrange� �es Hamilton elm�elet�et

��rtuk le	 majd egy fontos alkalmaz�ast� az elektrom�agneses mez�ot t�argyaltuk�

Az �altal�anos elm�elet ismertet�esekor mind a Lagrange mind a Hamilton for�

malizmus t�argyal�as�aban egy�egy algoritmust ismertett�unk� Ezen algoritmusokat

k��v�anjuk egy kiv�alasztott p�elda kapcs�an 
� konkretiz�alni a m�asodik paragrafusban�

A felhozott p�elda mesterk�elt � minden pontmechanikai jelleg�u p�elda az lenne	 de

k��v�al�oan alkalmas az �altal�anos elj�ar�asok konkr�et esetben val�o szeml�eltet�es�ere� A

de�nici�okat �altal�aban nem ism�etelt�uk meg	 ��gy a munka eml��tett els�o r�esz�enek is�

merete elengedhetetlen�

Ezut�an a t�ort�eneti sorrendben els�ok�ent felbukkan�o k�enyszeres dinamikai rend�

szerrel foglalkozunk� a pontmechanika param�eteres le��r�as�aval 
�� Ez a param�eteres

elm�eletek els�o reprezent�ansa	 gy�okeresen m�as jelleg�u	 mint az el�oz�oleg t�argyalt

elm�eletek� Egy param�eteres elm�eletben ugyanis a k�enyszerek szerepe eg�eszen m�as	

mint a hagyom�anyos m�ert�ekelm�eletekben� m��g itt mag�at az id�ofejl�od�est gener�alj�ak	

amott az ekvivalens �allapotokat hat�arozz�ak meg� A param�eteres elm�eletek leg�

jelent�osebb p�eld�aja az �altal�anos relativit�aselm�elet	 ennek ismertet�es�ere azonban e

dolgozat keret�eben nem ker�ul sor�

V�eg�ul a szabad relativisztikus r�eszecsk�et 
� t�argyaljuk	 mint k�enyszeres di�

namikai rendszert� Ez egy ar�anylag egyszer�u param�eteres elm�elet�

E munka a ���� sz� FEFA projekt t�amogat�as�aval k�esz�ult� A szerz�o k�osz�onet�et

fejezi ki Dr� Gy�em�ant Iv�annak a k�ezirat �atolvas�as�a�ert�

�



II� A k�enyszeres dinamikai rendszerek bemutat�asa egy egyszer�u p�eld�an

Ebben a paragrafusban a 
� hivatkoz�asban szerepl�o	 de ott r�eszletess�eggel

ki nem dolgozott	 egyszer�u p�eld�an kereszt�ul szeml�eltetj�uk a k�enyszeres dinamikai

rendszerekkel kapcsolatosan felmer�ul�o �uj fogalmakat	 valamint az ilyen rendszerek

kanonikus t�argyal�as�aban ad�od�o	 a szokv�anyost�ol elt�er�o elj�ar�asokat� Tekints�uk a

q�� q�� q� �es q� �altal�anos��tott koordin�at�akkal jellemzett dinamikai rendszert	 melynek

Lagrange f�uggv�enye 
��

L �
�

�
�q�� � q� �q� � q�V �q�� q�� �����

ahol V �q�� q�� a m�asodik �es harmadik koordin�at�at�ol f�ugg�o tetsz�oleges potenci�alt

jel�ol�

Az Euler�Lagrange egyenletek�

�q� ��

�
�I�B�
� �� �q� � q�

�V

�q�
� �

�
�I�B�
� �� �q� � q�

�V

�q�
� �

��I�A� ��V � �

�����

L�athat�o	 hogy a ����� egyenletek k�oz�ott csak egy dinamikai	 azaz m�asodik

id�oderiv�altakat tartalmaz�o egyenlet van� A t�obbi Euler�Lagrange egyenlet� k�et B�

t��pus�u	 azaz sebess�egeket is tartalmaz�o	 illetve egy A�t��pus�u	 azaz csak koordin�at�akat

tartalmaz�o els�o gener�aci�os Lagrange k�enyszer�

Ha a Lagrange f�uggv�eny sebess�egek szerinti m�asodik id�oderiv�altjaib�ol

k�epezett m�atrixot vizsg�aljuk	 ugyanerre a k�ovetkeztet�esre jutunk� A m�atrix rangja

�	 ��gy a h�arom nulla saj�at�ert�ekhez tartoz�o saj�atvektor h�arom els�o gener�aci�os

k�enyszert hat�aroz meg 
��

Mivel a k�enyszereknek minden pillanatban teljes�ulni�uk kell	 meg kell

k�oveteln�unk id�oderiv�altjaik elt�un�es�et is�

� � ��
�I�B�
� � �q� � �q�

�V

�q�
� q�

���V
�q��

�q� �
��V

�q��q�
�q�
�

� � ��
�I�B�
� � �q� � �q�

�V

�q�
� q�

� ��V

�q��q�
�q� �

��V

�q��
�q�
�

� � ���I�A� �
�V

�q�
�q� �

�V

�q�
�q�

�����
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Az els�o k�et egyenlet �uj dinamikai egyenlet �mivel olyan m�asodrend�u id�oderiv�altakat

tartalmaznak	 melyek nem k�usz�ob�olhet�ok ki ����� felhaszn�al�as�aval sem�	 a har�

madikr�ol pedig a k�et B�t��pus�u k�enyszer felhaszn�al�as�aval bel�athat�o	 hogy azonoss�ag�

�Igy ebben az esetben nincs m�asodik gener�aci�os Lagrange f�uggv�eny� A Lagrange for�

malizmusban a n�egy koordin�at�aval jellemzett rendszer viselked�es�et h�arom dinamikai

egyenlet valamint h�arom k�enyszer hat�arozza meg�

Vizsg�aljuk meg a n�egy koordin�at�ahoz rendelt kanonikus impulzusokat is �az

impulzusok indexei fels�o indexek��

p� �
�L

� �q�
� �q� � p� �

�L

� �q�
� q�

p� �
�L

� �q�
� � � p� �

�L

� �q�
� �

�����

A Hamilton formalizmusra val�o �att�er�es szokv�anyos elj�ar�asa szerint fenti

�osszef�ugg�esekb�ol kellene kifejezni az �altal�anos��tott sebess�egeket a koordin�at�ak �es

impulzusok f�uggv�enyeik�ent� Nyilv�anval�oan itt ez csak �q� eset�eben hajthat�o v�egre�

Az	 hogy h�arom sebess�eg kifejez�ese nem lehets�eges	 megint csak az els�o gener�aci�os

Lagrange k�enyszerek jelenl�et�evel f�ugg �ossze� Vegy�uk �eszre	 hogy ����� m�asodik	 har�

madik �es negyedik egyenlete kiz�ar�olag koordin�at�akat �es impulzusokat tartalmaznak

�sebess�egeket nem� �es mint ilyen	 hamiltoni k�enyszerek� Hamiltoni k�enyszerk�ent

foghat�o fel az A�t��pus�u Lagrange k�enyszer is�

A k�ovetkez�okben r�at�er�unk a ����� dinamikai rendszer Hamilton formaliz�

mus�anak r�eszletes vizsg�alat�ara� A ������ben tal�alt k�enyszereket els�odleges hamiltoni

k�enyszereknek nevezz�uk�

�
���
� �� p� � q� � � � �

���
� �� p� � � � �

���
� �� p� � � �����

Ezen k�enyszerek egy k�enyszerfel�uletet �ertelmeznek� Arra az esetre	 ha k�et

f�uggv�eny f �es g csak a k�enyszerfel�ulet pontjain vesz fel azonos �ert�eket	 a f�uggv�enyek

gyenge egyenl�os�eg�enek fogalm�at haszn�aljuk f�g� �Itt jegyezz�uk meg	 hogy a

gyenge egyenl�os�egeket kiz�ar�olag a Poisson z�ar�ojelek sz�amol�asa ut�an haszn�alhatjuk

fel�� Az �altal�anos Dirac�Bergmann algoritmus szerint a szokv�anyos m�odon k�epezett

kanonikus Hamilton f�uggv�enyhez �HC�	 mely eset�unkben csak a k�enyszerfel�uleten
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�ertelmezett �l�asd 
��	 hozz�aadva az els�odleges hamiltoni k�enyszerek line�aris kom�

bin�aci�oj�at	 az els�odleges Hamilton f�uggv�enyhez �HP � jutunk� A line�aris kombin�aci�o

egy�utthat�oi	 az �altal�anos elm�eletb�ol ismert m�odon	 �eppen a ������b�ol ki nem fe�

jezhet�o sebess�egek�

HC �
�

�
�p��� � q�V

HP � HC � �q��
���
� � �q��

���
� � �q��

���
� �

� HC � �q��p
� � q�� � �q�p

� � �q�p
�

�����

Tetsz�oleges f f�uggv�eny id�ofejl�od�es�et az

�f�ff�HP g �����

egyenlet ��rja le� Hasonl�oan a Lagrange formalizmushoz	 a k�enyszerek id�obeni meg�

marad�as�at itt is meg kell k�ovetelni	 melynek k�ovetkezm�enyek�ent k�et ismeretlen

egy�utthat�o �q� �es �q� meghat�arozott�a v�alik	 valamint ad�odik egy �uj	 azaz m�asodlagos

k�enyszer is� A m�asodlagos k�enyszer id�oderiv�altja azonoss�ag�

��
���
� � �q�

�V

�q�
� �q��� � �q��� q�

�V

�q�

��
���
� � �q�

�V

�q�
� �q��� � �q��q�

�V

�q�

��
���
� � �V�� � ���� � V��

����� � �q�fV� p
�g� �q�fV� p

�g�� azonoss�ag

�����

Ezzel a hamiltoni k�enyszerek el�o�all��t�as�anak algoritmusa is befejez�od�ott�

Vegy�uk �eszre	 hogy a m�asodlagos hamiltoni k�enyszert a Lagrange k�enyszerek k�oz�ott

is megtal�altuk� Ez egy �altal�aban is igaz �all��t�as saj�atos esete�

A vizsg�alt rendszernek egy �erdekes tulajdons�ag�ara is fel�gyelhet�unk� az

els�odleges Hamilton f�uggv�eny �HP � line�arisan tartalmazza a m�asodlagos k�enyszert

is a kanonikus HC Hamilton f�uggv�enyen kereszt�ul�

H�atra van m�eg a n�egy hamiltoni k�enyszer egym�assal vett Poisson�z�ar�ojeleinek

�



vizsg�alata	 a k�enyszerek els�o	 illetve m�asodik oszt�alyba val�o besorol�as�anak c�elj�ab�ol�

f�
���
� � �

���
� g � fp� � q�� p

�g � ��

f�
���
� � �

���
� g � fp� � q�� p

�g � �

f�
���
� � ����g � fp� � q�� V �q�� q��g � fp�� V g � �

�V

�q�

f�
���
� � �

���
� g � fp�� p�g � �

f�
���
� � ����g � fp�� V �q�� q��g � �

�V

�q�

f�
���
� � ����g � fp�� V �q�� q��g � �

�����

Mivel �
���
� �nak az �osszes t�obbi k�enyszerrel vett Poisson z�ar�ojele elt�unik	 els�ooszt�aly�u

hamiltoni k�enyszer� A t�obbi h�arom k�enyszer l�atsz�olag m�asodoszt�aly�u	 val�oj�aban

csak kett�o az k�oz�ul�uk� Bel�athat�o ugyanis	 hogy k�epezhet�o bel�ol�uk a

� �
�V

�q�
�
���
� �

�V

�q�
�
���
� � ���� ������

kombin�aci�o	 amely els�ooszt�aly�u	 azaz az �osszes t�obbi k�enyszerrel vett Poisson

z�ar�ojele nulla� �Igy a rendszer k�et els�ooszt�aly�u ��
���
� �es ��	 illetve k�et m�asodoszt�aly�u

��
���
� �es �

���
� � k�enyszerrel rendelkezik� Itt is teljes�ul az �altal�anos elm�eletb�ol ismert

�all��t�as	 miszerint m�asodoszt�aly�u k�enyszerek mindig p�aros sz�amban fordulnak el�o�

A hamiltoni k�enyszerek els�o�	 illetve m�asodoszt�aly�u besorol�as�anak jelent�os�ege

messze t�ulmutat els�odleges	 illetve m�asodlagos jelleg�ukn�el� A tetsz�oleges f f�uggv�eny

id�ofejl�od�es�et le��r�o ����� egyenletben szerepl�o ����� els�odleges Hamilton f�uggv�eny a

����� �osszef�ugg�esek �gyelembev�etele ut�an m�ar csak egy tetsz�oleges f�uggv�enyt tartal�

maz� �q��et	 az els�odleges els�o oszt�aly�u �
���
� k�enyszer egy�utthat�oj�at�

�f�ff�HP g

HP � HC � q�
�V

�q�
�p� � q��� q�

�V

�q�
p� � �q�p

� �

�
�

�
�p��� � q��� �q��

���
�

������

A k�enyszeres rendszereknek ez egy igen fontos saj�atoss�aga� a megold�as nem mindig

egy�ertelm�u	 jelen esetben �q� � �q��qi� pi� tetsz�oleges f�uggv�enyt tartalmazza� Ez�ert

ha egy elm�eletben els�odleges els�ooszt�aly�u hamiltoni k�enyszerek vannak	 csak azon

mennyis�egeket tekinthetj�uk meg�gyelhet�onek	 melyek maguk is els�o oszt�aly�uak	 ��gy

az el�obb eml��tett tetsz�oleges jelleggel nem rendelkeznek�

�



Megjegyz�es� A gyenge egyenl�os�egekkel kifejezett �q�� �q� �at a Poisson z�ar�ojelek

sz�amol�asa el�ott helyettes��tett�uk be	 ami l�atsz�olag ellentmond annak az �altal�anos

szab�alynak	 hogy a gyenge egyenl�os�egek csak a Poisson z�ar�ojelek sz�amol�asa ut�an

haszn�alhat�ok fel� Val�oj�aban nincs ellentmond�as	 mert azon Poisson z�ar�ojeleket	

melyek �q�� �q� �at tartalmazz�ak	 mindig egy �gyeng�en elt�un�o� k�enyszer szoroz meg	

��gy ezek a tagok nem befoly�asolj�ak az eredm�enyt�

A ������ fejl�od�esegyenlet valamivel egyszer�ubb alakban ��rhat�o az �un� teljes

Hamilton f�uggv�eny �HT � bevezet�es�evel	 mely a kanonikus Hamilton f�uggv�eny �es az

els�odleges els�ooszt�aly�u k�enyszer line�aris kombin�aci�oja�

HT �HC � �q�p
� �

�

�
�p��� � q��

��� � �q��
���
� �

�
�

�
�p��� � q��� q�

�V

�q�
�
���
� � q�

�V

�q�
�
���
� � �q��

���
� �

�HP � q�
�V

�q�
�
���
� � q�

�V

�q�
�
���
�

������

A Hamilton f�uggv�enyek hierarchi�aj�aban utols�ok�ent v�eg�ul bevezetj�uk a b�ov��tett

Hamilton f�uggv�enyt �HE� is	 amit �ugy nyer�unk	 hogy a teljes Hamilton f�uggv�enyhez

hozz�aadjuk a m�asodlagos els�ooszt�aly�u k�enyszerek line�aris kombin�aci�oj�at is	 �jelen

esetben ez ���

HE � HT � u� ������

Egyes szerz�ok szerint ezt a b�ov��tett Hamilton f�uggv�enyt c�elszer�u haszn�alni HT

helyett� Ebben az esetben az elt�er�es minim�alis a k�et Hamilton f�uggv�eny k�oz�ott	

csak a � k�enyszer egy�utthat�oja k�ul�onb�ozik�

A fejl�od�esegyenlet tov�abb egyszer�us��thet�o az �un� Dirac z�ar�ojel bevezet�es�evel�

Jelen esetben ����� �gyelembev�etel�evel	 az f �es g f�uggv�enyek Dirac z�ar�ojele a

k�ovetkez�o alakot �olti�

ff� ggD � ff� gg � ff� �
���
� gf�

���
� � gg� ff� �

���
� gf�

���
� � gg ������

Seg��ts�eg�evel ������ t�om�or form�aban ��rhat�o�

�f�ff�HP g�ff�HT gD ������

a bizony��t�ashoz �����	 ����� �es ������ �osszef�ugg�eseket kell felhaszn�alni�

�



A Dirac z�ar�ojel legfontosabb tulajdons�aga	 hogy a m�asodoszt�aly�u k�enyszerek

tetsz�oleges f�uggv�ennyel vett Dirac z�ar�ojele mindig nulla� Ez�ert Dirac z�ar�ojelek

haszn�alata eset�en a gyenge egyenl�os�egek m�ar a z�ar�ojelek sz�amol�asa el�ott fel�

haszn�alhat�ok	 azaz gyakorlatilag m�ar kezdett�ol fogva a m�asodoszt�aly�u k�enyszerek

megold�as�ara t�orekedhet�unk�

Legeleg�ansabban akkor j�arunk el	 ha egy kanonikus transzform�aci�o

seg��ts�eg�evel a m�asodoszt�aly�u k�enyszereket kanonikus koordin�at�akk�a alak��tjuk� Jelen

esetben ezt k�onny�u el�erni a��
q� q� q� q�
p� p� p� p�

�
�

�
q� Q� � q� � p� Q� � q� � p� � ��

���
� q�

p� P � � p� P � � p� � �
���
� p�

�
������

kanonikus transzform�aci�oval	 melynek inverze�

q� � Q� � P � � q� � Q� � P � ������

A teljes Hamilton f�uggv�eny az �uj koordin�at�akban�

HT �
�

�
�p��� � q�V �Q� � P �� Q� � P �� � �q�p

� ������

Mivel Q�� P � koordin�at�ak m�asodoszt�aly�u k�enyszerek	 m�eg a Dirac z�ar�ojelek

sz�amol�asa el�ott null�av�a tehet�ok	 ��gy a Dirac z�ar�ojelbe helyettes��tend�o teljes Hamil�

ton f�uggv�eny�

H �

T �
�

�
�p��� � q�V �Q�� P

�� � �q�p
� ������

A kanonikus transzform�aci�o ut�ani koordin�at�ak seg��ts�eg�evel fel��rt Dirac z�ar�ojel�

ff� ggD � ff� gg �
�f

�Q�

�g

�P �
�

�f

�P �

�g

�Q�
� ff� gg� ������

Itt f � g� a sz�uk��tett f�azist�er Poisson z�ar�ojel�et jel�oli� Vagyis az eredeti f�azist�eren

�ertelmezett Dirac z�ar�ojel a m�asodoszt�aly�u k�enyszerek megold�asa �altal

ad�od�o sz�uk��tett f�azist�er Poisson z�ar�ojel�evel egyezik meg� A sz�uk��tett

f�azisteret a q�� Q�� q� �es p�� P �� p� kanonikusan konjug�alt koordin�at�ak fesz��tik ki� A

k�et m�asodoszt�aly�u k�enyszer megold�asa kett�ovel cs�okkentette a f�azist�er dimenzi�oj�at�

A ������ fejl�od�esegyenlet ezek ut�an�

�f�ff�HP g�ff�HT gD�ff�H
�

T g
� ������

�



A megmaradt k�enyszerek�

�
���
� � p� � � � � V �Q�� P

�� � � ������

az �uj Poisson z�ar�ojelre n�ezve is els�ooszt�aly�uak� Ezeket m�ert�ek t��pus�u k�enyszerek

bevezet�es�evel lehet m�asodoszt�aly�uv�a tenni	 majd megold�asukra t�orekedni� �Ezek az

�ujonnan bevezetett k�enyszerek a t�erelm�eletekben el�ofordul�o m�ert�ek�k�enyszerekhez

hasonl�o szerepet t�oltenek be��

Els�ok�ent vezess�uk be a

�� � q� � ��� ������

k�enyszert �� konstans�	 ami a �
���
� k�enyszert m�asodoszt�aly�uv�a teszi	 mik�ozben �

tov�abbra is els�ooszt�aly�u marad�

f�
���
� ���g

� � ��

f�
���
� � �g� � �

f����g
� � �

������

Az �uj k�enyszerre kir�ott konzisztenciafelt�etel	 azaz az id�oderiv�altj�anak az elt�un�ese

megadja az ismeretlen �q� egy�utthat�ot	 mellyel a teljes Hamilton f�uggv�eny tov�abb

egyszer�us��thet�o�
�q� ��

H ��

T �
�

�
�p��� � �V �Q�� P

��
������

A f�azist�er dimenzi�oja ism�et cs�okkent kett�ovel	 jelenleg a q�� Q�� p
�� P � kano�

nikus koordin�at�ak fesz��tik ki� A Hamilton f�uggv�eny H ��

T �es egyetlen els�ooszt�aly�u

k�enyszer maradt� � � V �Q�� P
�� � �	 ami a szabads�agi fokok sz�am�at kett�ovel

cs�okkenti m�eg� Ez ut�obbi k�enyszer is megoldhat�o az el�obb v�azolt m�odon	 m�ert�ek

t��pus�u k�enyszer bevezet�es�evel	 abban az esetben	 ha a V f�uggv�eny alakj�at megadjuk�

P�eld�aul V � �Q��
���P���

� �es �� � Q� � P � � � eset�en a Hamilton egyenlet�

�f � ff� �� �p
���g lesz �es nem maradt egyetlen k�enyszer sem�

��



III� A pontmechanika parametrikus le��r�asa

A legegyszer�ubb k�enyszeres dinamikai rendszert a klasszikus mechanikai

probl�em�ak �un� param�eteres le��r�as�ab�ol kapjuk 
�� Tekints�uk els�ok�ent az n szabads�agi

fok�u rendszert le��r�o hat�asfunkcion�alt�

I
q�� ��� qn� t� �

Z t�

t�

dt L�q�� ���� qn� �q�� ���� �qn� t� � �����

ahol qi � qi�t� �es �qi � �qi�t�� A sz�ogletes z�ar�ojelben tal�alhat�o argumentumok

funkcion�al f�ugg�est fejeznek ki� Vezess�uk be a � param�etert a t�ort�en�esek id�orendi

sorrendj�enek jellemz�es�ere� Ez a param�eter ��gy az id�o tetsz�oleges monoton f�uggv�enye

lehet	 �es a t�argyal�asban az id�o szerep�et j�atssza	 de term�eszetesen nem azonos az �or�ak

�altal mutatott id�ovel�

qi � qi�� � � �qi � �qi�� � � t � t�� � � �����

A �zikai id�ot nevezz�uk ki �n � ���edik koordin�at�anak�

qn�� � t �����

M��g a t szerinti deriv�al�ast ponttal	 a � szerinti deriv�al�ast vessz�ovel fogjuk jel�olni� A

k�etf�ele deriv�alt k�oz�otti kapcsolat tetsz�oleges f f�uggv�enyre�

f � ��
df

d�
�

df

dt

dqn��

d�
� �fq�n�� � �����

A hat�as��gy egy �n��� �dimenzi�os kon�gur�aci�os t�eren �az �un� esem�enyt�eren�

�ertelmezett funkcion�alk�ent foghat�o fel�

I
q�� ��� qn� qn�� �

Z ��

��

d� q�n��L�q�� ���� qn� qn���
q��

q�n��

� ����
q�n
q�n��

�

�

Z ��

��

d� L��q�� ���� qn� qn��� q
�

�� ���� q
�

n� q
�

n���

� �����

Fenti �osszef�ugg�esb�ol leolvashat�o az �uj	 � param�eterhez tartoz�o L� Lagrange

f�uggv�eny�

Az �n� �� v�altoz�oval val�o le��r�ast parametrikus le��r�asnak	 az �uj f�azisteret	

amiben az id�o is koordin�ata	 b�ov��tett f�azist�ernek nevezz�uk� A pontmechanika

ilyen le��r�asa Lagrange�ig vezethet�o vissza�

��



A parametrikus le��r�asm�odban ad�od�o legl�enyegesebb �all��t�as az	 hogy a

b�ov��tett ��n � �� dimenzi�os f�azist�eren �ertelmezett Hamilton f�uggv�eny

azonosan nulla� Ezt k�onny�u bel�atni Euler homog�en f�uggv�enyekre vonatkoz�o t�etele

alapj�an� L� ugyanis els�orend�u homog�en f�uggv�eny q��� ���� q
�

n�� v�altoz�oiban	 ��gy a t�etel

�ertelm�eben�
�L�

�q�i
q�i � L�

H� �
�L�

�q�i
q�i � L� � L� � L� � �

�����

Fenti �osszef�ugg�esekben �es a k�ovetkez�okban t�obb helyen is az Einstein�f�ele �osszegz�esi

konvenci�ot haszn�aljuk� ha egy index egy kifejez�esben k�etszer ism�etl�odik	 egyszer

als�o	 egyszer meg fels�o indexk�ent	 �osszegezni kell ezen index szerint� Ebben a para�

grafusban a latin karakterek ��t�ol �n � ���ig	 a g�or�og karakterek pedig ��t�ol n�ig

terjed�o �ert�ekeket vesznek fel�

Az �uj Lagrange f�uggv�enynek �erdekes tulajdons�aga	 hogy az �n � ���dik ko�

ordin�at�ahoz	 vagyis az id�oh�oz konjug�alt kanonikus impulzus egy el�ojelt�ol eltekintve

a rendszer energi�aja�

p� �
��q�n��L�

�q��
� q�n��

� �q�
�q��

�L

� �q�
�

�L

� �q�

pn�� �
��q�n��L�

�q�n��

� L� q�n��

� �q�
�q�n��

�L

� �q�
� L� p� �q� � �H

� �����

A fenti levezet�esekben a t �es � deriv�altak k�oz�otti ����� �osszef�ugg�est haszn�altuk fel�

Itt tal�alkozunk az els�o k�enyszerrel� ����� m�asodik egyenlete kiz�ar�olag a koordin�at�ak

�es impulzusokat tartalmazza	 ��gy megszor��t�ast jelent lehets�eges �ert�ekeikre� Nevezz�uk

ezt a k�enyszert C��q� p��nek�

C��q� p� �� pn�� �H�p� q� � � � �����

Bel�athat�o	 hogy a ������beli �all��t�as	 miszerint H� � �	 valamint a C� � �

k�enyszer egym�asb�ol is sz�armaztathat�ok�

H� �
�L�

�q�i
q�i � L�

�
�L�

�q�n��

q�n�� �
��q�n��L�

�q��
q�� � q�n��L

�pn��q�n�� � q�n��

�L

�q��
q�� � q�n��L

�q�n��

�
pn�� � �p� �q� � L�

�
� q�n��

�
pn�� �H

�
� q�n��C� �

�����

��



Mik�ent besz�elhet�unk Hamilton formalizmusr�ol	 kanonikus egyenletekr�ol ha

H� Hamilton f�uggv�eny elt�unik� A v�alasz� m�odos��tani kell a hat�asban az integ�

randust olym�odon	 hogy a tetsz�oleges N Lagrange szorz�oval megszorzott k�enyszert

is hozz�aadjuk� A helyes Hamilton egyenleteket megad�o hat�as teh�at�

�I
q�� ��� qn� qn���N  �

Z ��

��

d� �piq�i �N C� ������

Itt C a k�enyszer	 ami nem f�olt�etlen�ul C�	 de C� gy�okeivel egyez�o gy�okei vannak�

Fenti kifejez�eshez az L� Lagrange f�uggv�enynek ����� els�o egyenlet�eb�ol sz�armaz�o kife�

jez�es�et	 valamint az impulzusok szok�asos de�nici�oj�at haszn�altuk fel�

Az N Lagrange szorz�o term�eszetesen megjelenik az egyenletek megold�as�aban

is� �Igy amellett	 hogy a kezdeti adatok nem lehetnek tetsz�olegesek a ����� k�enyszer

miatt	 a megold�as is tartalmaz tetsz�oleges f�uggv�enyt�

�Altal�aban k�etf�ele m�odszerrel oldhatjuk fel ezt a hat�arozatlans�agot�

� megoldjuk a k�enyszeregyenletet	 ez�altal cs�okkentve a v�altoz�ok sz�am�at	 �es

elt�untetve N�t az egyenletekb�ol� Az el�o�allt hat�ast reduk�alt hat�asnak	 a Lagrange

f�uggv�enyt pedig reduk�alt Lagrange f�uggv�enynek nevezz�uk� Jelen esetben pn���t

k�usz�ob�olj�uk ki a t�obbi kanonikus v�altoz�o seg��ts�eg�evel	 ����� felhaszn�al�as�aval�

IR �

Z ��

��

d� �p�q�� �Hq�n��� �

Z q
���
n��

q
���
n��

dqn��

�
p�

dq�

dqn��
�H

	
������

Ez pontosan az n szabads�agi fok�u rendszer kanonikus alakban fel��rt

hat�asfunkcion�alja� �Eszrevehet�o	 hogy a qn���dik koordin�ata ugyanazt a szerepet

j�atssza	 mint eredetileg az id�o	 azaz a f�uggetlen v�altoz�o szerep�et� A � param�eter

pedig teljess�eggel elt�unt a k�epb�ol�

� speci�alis koordin�atav�alaszt�assal �el�unk	 ez�altal t�untetve el a hat�arozatlan�

s�agot� A qn�� � � v�alaszt�as mellett a hat�as ������ alakja �all el�o� M�asik

qn�� � qn���� � v�alaszt�as mellett qn���t�ol k�ul�onb�oz�o f�uggetlen v�altoz�o veszi �at az

id�o szerep�et�

A pontmechanika parametrikus le��r�asm�odja rendk��v�ul hasznosnak bizonyul

akkor	 ha a kanonikus kvant�al�as �utj�at akarjuk j�arni� Ha az impulzusok szok�asos

��



oper�atoralakj�at behelyettes��tj�uk az oper�atork�ent hat�o hamiltoni k�enyszer ����� kife�

jez�es�ebe	 a k�ovetkez�o egyenlethez jutunk�

�
i
�

�t
�  H

�
j� �� � ������

Ez nem m�as	 mint a Schr�odinger egyenlet!

Mindaz	 amit ebben a fejezetben elmondtunk a pontmechanika eset�ere	

�altal�anos��that�o mez�okkel t�ort�en�o le��r�asra is� Ilyenkor a hat�asban az id�o szerep�et

a n�egy t�erid�o koordin�ata veszi �at	 melyek n�egy �uj mez�onek tekinthet�ok	 ���� �uj

param�eterek bevezet�es�evel egyidej�uleg� A b�ov��t�es sor�an a f�azist�er �n dimenzi�osr�ol

��n� �� dimenzi�oss�a v�alik�

IV� A szabad relativisztikus r�eszecske

Tekints�unk egy szabadon mozg�o relativisztikus r�eszecsk�et s��k t�erid�oben 
��

A Minkowski metrik�at jel�olje�

�ab � diag���� �� �� �� �����

a r�eszecske koordin�at�ait pedig xa �a t�erid�o koordin�at�akat latin	 a t�erkoordin�at�akat

g�or�og bet�ukkel indexelj�uk�� A r�eszecske vil�agvonal�at � monoton n�ovekv�o v�altoz�o

param�eterezi� A szabad r�eszecsk�et le��r�o hat�as�

I � �m

Z ��

��

d�
p
��ab �xa �xb �����

ahol m a r�eszecske t�omege	 a pont �xa � dxa

d�
param�eter szerinti deriv�al�ast jel�ol

�es a minusz el�ojel az�ert sz�uks�eges	 mert id�oszer�u mozg�asokat vizsg�alunk	 melyekre

�ab �xa �xb � �� Tov�abb�a feltessz�uk	 hogy a mozg�as j�ov�oir�any��tott	 azaz �xa � �� A

f�enysebess�eget egys�egnyinek v�alasztjuk�

A ����� hat�as szingul�aris rendszert ��r le� Ha a Lagrange f�uggv�eny sebess�egek

szerint vett m�asodik id�oderiv�altjaib�ol �all�o m�atrixot k�epezz�uk	 ennek determin�ansa

��



nulla	 rangja pedig �� A nulla saj�at�ert�ekhez tartoz�o saj�atvektor pontosan a n�egyes�

sebess�eg� �xa� Az Euler�Lagrange egyenletek�

�EL�c �
d

d�



�xcp

��ab �xa �xb

�
� � �����

Az Euler�Lagrange egyenleteket a nulla saj�at�ert�ekhez tartoz�o saj�atvektorral kon�

trah�alva	 egy azonoss�aghoz jutunk�

�xc�EL�c � � �����

Ebb�ol l�athat�o	 hogy az Euler�Lagrange egyenletek egym�ast�ol nem f�uggetlenek�

Ez kapcsolatos az elm�eletnek �atparam�eterez�eskor mutatott invarianci�aj�aval �a �

param�eter helyett egy �uj � ��� � param�etert vezet�unk be	 �ugy hogy � � monoton

n�ovekv�o f�uggv�enye � �nak �es a v�egpontok v�altozatlanok�� B�ar a Lagrange �ertelemben

vett k�enyszerek hi�anyoznak �m�ar az els�o k�enyszer is azonoss�ag�	 ����� miatt az egyen�

letek nem hat�arozz�ak meg egy�ertelm�uen a koordin�at�ak id�ofejl�od�es�et�

Az impulzusok�

pc ��
�L

� �xc
� m

�xcp
��ab �xa �xb

�����

�Igy az Euler�Lagrange egyenletek pontosan ezen impulzusok mozg�as�alland�o jel�

leg�et mondj�ak ki� B�ar l�atsz�olag az �osszes sebess�eg kifejezhet�o impulzusok �es ko�

ordin�at�ak seg��ts�eg�evel	 val�oj�aban ezek a kifejez�esek nem f�uggetlenek egym�ast�ol� Ezt

legk�onnyebben �ugy l�athatjuk be	 ha ����� t�erszer�u egyenleteit invert�aljuk els�ok�ent�

�x� �
p� �x�p
m� � p�

�����

majd ezt behelyettes��tj�uk ����� fennmaradt egyenlet�ebe�

p� � �m� � p��
�
� �����

Itt p az impulzus vektort	 azaz a n�egyes impulzus t�erszer�u r�esz�et jel�oli� A speci�alis

relativit�aselm�eletb�ol j�ol ismert����� �osszef�ugg�es itt hamiltoni k�enyszerk�ent jelent�

kezik�

� � ��p��� � p� �m� �����

��



�Igy ����� integr�al�asa a k�ovetkez�o kifejez�eseket adja a koordin�at�akra�

x��� � �
p�

p�
x��� � � 	� � � � �� �� �

x��� � tetsz�oleges

�����

A koordin�at�ak csak akkor v�alnak r�ogz��tett�e �legal�abb a p� �es 	� integr�aci�os

�alland�ok erej�eig�	 ha valamilyen v�alaszt�assal �el�unk x��� � f�uggv�enyre� Legyen

p�eld�aul�

x��� � � � ������

Ekkor a szabad r�eszecsk�et le��r�o mozg�asegyenletek j�ol ismert	 line�aris alakj�at nyerj�uk�

A tov�abbiakban vizsg�aljuk a Hamilton formalizmust� Mivel ������ben a La�

grange f�uggv�eny homog�en els�orend�u a sebess�egekben	 ak�arcsak az el�oz�o paragra�

fusban	 a ����� bizony��t�as itt is elv�egezhet�o	 melynek eredm�enyek�eppen elt�un�o

kanonikus Hamilton f�uggv�enyhez jutunk� Megjegyezz�uk	 hogy az elt�un�o Hamilton

f�uggv�eny �altal�aban is saj�atja a param�eteres ��atparam�eterez�esre invari�ans	 m�as n�even

kovari�ans	 m�as n�even homog�en� elm�eleteknek� Az els�odleges Hamilton f�uggv�enyt��gy

kiz�ar�olag a ����� els�odleges hamiltoni k�enyszer hat�arozza meg�

HP � v� ������

Itt v � v�� � tetsz�oleges f�uggv�eny� Az �altal�anos elm�elethez hasonl�oan itt is

k�ovetkezik	 hogy ez az ismeretlen f�uggv�eny �egy szorz�o erej�eig� a kanonikus ko�

ordin�at�akkal ki nem fejezett �x� sebess�eg�

�x� � fx��HP g � �p�v ������

A k�enyszer teljes��ti a konzisztenciafelt�etelt	 azaz id�oderiv�altja azonoss�ag�

Az egyetlen tal�alt k�enyszer term�eszetesen els�ooszt�aly�u	 ez�ert a f�azist�er di�

menzi�oj�at �ugy cs�okkenthetj�uk	 ha egy k�uls�o �eddig m�ert�ek�t��pus�unak nevezett�

k�enyszert vezet�unk be� Legyen ez a k�enyszer�

" � x� � � � � ������

Az �uj k�enyszer val�oj�aban a param�eter megv�alaszt�as�at jelenti ebben az esetben�

Ezekut�an az elm�eletben k�et m�asodoszt�aly�u k�enyszer van	 mivel�

f"� �g � �p� ������

��



Az " k�enyszerre kir�ott konzisztenciafelt�etel meghat�arozza az ismeretlen f�uggv�enyt�

� � �" �
�"

��
� f"�HP g � �x� �

�

�p�
v�� � � � ������

Amennyiben �������b�ol sz�armaz�o egyszer�us��t�eseket m�eg a z�ar�ojelek sz�amol�asa

el�ott fel k��v�anjuk haszn�alni	 a k�et m�asodoszt�aly�u k�enyszer seg��ts�eg�evel k�epezett

Dirac z�ar�ojeleket kell haszn�alni�

ff� ggD � ff� gg�
�

�p�
ff� x�gfp�� gg �

�

�p�
ff� p�gfx�� gg ������

Itt p� � ��p��� � p� jel�ol�est alkalmaztuk�

A fundament�alis Dirac z�ar�ojelek term�eszetesen k�ul�onb�oznek a fundament�alis

Poisson z�ar�ojelekt�ol�

fxa� xbgD �� � fpa� pbgD � � �

fxa� pbgD �
ab �
pa

p�

�b �

������

V�egezet�ul egy �erdekes megjegyz�es� amennyiben a szabad relativisztikus

r�eszecske el�obb ismertetett klasszikus elm�elet�et a kvant�al�ashoz k��v�anjuk kiindul�asi

pontk�ent haszn�alni	 a kanonikus koordin�at�ak oper�atorokk�a v�alnak	 melyek egy

�allapott�eren hatnak� Az �allapott�ernek csak az a r�esze kell �zikai �allapotokat le��rjon	

melyet a �szint�en oper�atoros��tott� k�enyszer annihil�al�

� p� �m��j� �� � ������

Ez nem m�as	 mint az impulzus reprezent�aci�oban fel��rt Klein�Gordon egyenlet�

Mint l�athat�o	 �������ban el�oj�ott a relativisztikus elm�eletek kvantumos

t�argyal�asakor ad�od�o egyik f�o neh�ezs�eg� �������vel ellent�etben a p� itt nem line�arisan

jelenik meg� B�ar ez a neh�ezs�eg kezelhet�o a Klein�Gordon egyenlet eset�eben	 az

�altal�anos relativit�aselm�elet kanonikus kvant�al�as�at rendk��v�uli m�odon megnehez��ti�

��
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