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I. Bevezetés

A klasszikus mechanika ritkdn tapasztalt matematikai elegancigja és
hatékonysdga tudomanyteruletté fejlodott Lagrange, Hamilton, D’Alembert, Ja-
cobi, Noether és mésok munkassaga nyoman. A szazadunkban vizsgalt di-
namikai rendszerek jelentos része azonban nem helyezheto el a klasszikus keretek
kozott, igy sziikségessé valt a kényszeres rendszerek dinamikdjanak kidolgozasa. A

kovetkezokben roviden megkisérlem felvazolni a probléma jellegét.

Tekintsuk a Lagrange-fuggvényekkel jellemzett dinamikai rendszereket.
Képezzik a Lagrange-fuggvények altalanositott sebességek szerinti masodik
idoderivaltjaibdl allé6 métrixot. Ha ez a matrix szingularis, a dinamikai rendszert
szingularisnak fogjuk nevezni. A klasszikus pontrendszerek mechanikajaban csak
nagyon mesterkélt példakat lehet talalni szingularis rendszerekre, igy a szokvanyos
tananyagban nem is szerepel ez az eset. Ha viszont attérunk a pontrendszerek re-

lativisztikus, illetve a mezokkel valo leirasra, kidertl, hogy ilyen tipusu

* a szabad relativisztikus részecske Lagrange-stirtiisége

* az elektromagneses Lagrange-stirtiség

* az altaldnos relativitdselméletben a graviticié Lagrange-stiriisége

* és az Osszes fermiont leiré Lagrange-stirtiségek

Ezekben, a fizikai szempontbdl rendkivil fontos esetekben a La-
grange fuggvény szingularis jellege miatt az Euler-Lagrange egyenletek egyrésze
nem a mechanikdban megszokott masodrendt differencidlegyenlet, aminek
kovetkezményeként a kezdeti értékek megadasa esetén is csak tetszoleges fuggvények
erejéig meghatarozott a megoldas. Ugyanakkor a Hamilton-formalizmusra valé
attérés megszokott modja lehetetlenné vélik. Ezen dinamikai rendszerek Hamilton
formalizmusat igy a szokasostol eltéroen kell felépiteni. A Hamilton formalizmusban

adodo problémék megoldasa nélkul a kvantalas kanonikus atja jarhatatlan.

Mindezekbol lathaté, hogy a kényszeres rendszerek dinamikéajanak
tanulmanyozasa rendkivili fontossaggal bir. Az ilyen rendszereket elsoként Dirac

tanulmanyozta és kidolgozta a Dirac-zardjelek modszerét. Késobb tokéletesitették



az eljarast és a témakorrol jelenleg rendkivil j6, angol nyelvii konyvek allnak ren-

delkezésre.

A szingularis rendszerek kozos jellemzoje, hogy dinamikai kényszerekkel ren-
delkeznek. A kényszerek egyrészt megkotést jelentenek a kezdeti adatok lehetséges
értékeire, masrészt a dinamikai véltozok idobeli fejlodésének egyértelmuiségét sem
teszik lehetové (egy kezddéllapot tobb végallapotba fejlodhet). Mindez dsszefiigg a

mértéktranszformaciok jelenlétével.

Kilonbséget kell tenni kétféle kényszer: a mértékelméletekben fellel-
heté kényszerek, illetve a paraméteres elméletekben fellelheto kényszerek kozott.
Elobbiekben a kényszer a fazistérben olyan fejlodést general, mely ekvivalens
allapotok soran visz végig. A paraméteres elméletek esetében ez nem igaz: maga
a kényszer generalhatja az idofejlodést. Példaként megemlitheto, hogy a gravitacio
dinamikéja egyetlen, hamiltoninak nevezett kényszerben testesul meg. Ezenkiviil
tovabbi harom kényszer is jelen van, ezek a mértékelméletek kényszereihez hason-
latosak: ekvivalens allapotokba vald fejlodést generdlnak. Az e téren fellelheto

problémak kozul sok jelenleg még kutatas targyat képezi.

A dolgozatban attekintjik a kényszeres dinamikai rendszerek altalanos La-
grange és Hamilton elméletét. Alkalmazasként az elektroméagneses mezot targyaljuk,
mint a legegyszerubb mértékelméletet. Terjedelmi okoknal fogva paraméteres
elméletekrol itt nem esik sz6, valamint a bevezetoben emlitett egyéb alkalmazasokrol

SEeIIL.

A kovetkezokban tobb helyen is az Einstein féle 0Osszegzési konvenciot
hasznaljuk: ha egy index egy kifejezésben kétszer ismétlodik, egyszer also, egyszer

meg felso indexként, 0sszegezni kell ezen index szerint.

A szerzo koszonetét fejezi ki a Magyar Felsooktatasért és Kutatésért
Alapitvanynak, melynek tamogatasaval ez az iras elkésziilhetett, valamint Dr. Bene-

dict Mihalynak a kézirat atolvasasaért.



II. A kényszeres dinamikai rendszerek Lagrange elmélete

Ebben a paragrafusban az L(¢,¢;,q;) Lagrange-fliggvénnyel jellemezhetd
kényszeres dinamikai rendszerek altaldnos elméletét ismertetem. Az n darab
altalanositott koordinata szerinti varidlasbol szarmazé n darab Euler-Lagrange

egyenlet részletesen a kovetkezo alakban irhato:

g 0L _doL _ oL (o .9 . 9)OL
T 9¢  dtog  9g \ot Yo T Yaq ) ad (2.1)
= V'(t,qi, ¢:) — WY (t, qi,4i)G;

Itt V és W a gyorsulasoktol nem fliggd mennyiségek. Ha W matrix invertalhato, az
egyenletrendszer olyan alakra hozhatd, amelyben mindegyik gyorsulas kulon egyen-

letben szerepel. A Lagrange fiiggvényt akkor nevezziik szingularisnak, ha:

- L

det(W') := det( — ) =0 (2.2)
94:04;

Bar ez a klasszikus mechanikaban ritkan fordul el6, a bevezetoben felsorolt

valamennyi kényszeres dinamikai rendszer Lagrange fuggvény szingularis. A

tovébbiakban az egyszertiség kedvéért az idétiigeéstol eltekintiink (explicit idéfiiggés

esetén hasonléak a levezetések).

Amennyiben rang W = R < n, a W matrixnak létezik (n — R) darab nulla

sajatértékhez tartozé sajatvektora, jelolje ezeket A,y , r=1,n—R.
AW =0 (2.3)

A (2.1) Euler-Lagrange egyenleteket A(,y-rel szorozva igy (n — R) darab
olyan osszefuggéshez jutunk, melyek nem tartalmaznak gyorsulasokat, igy ezek
Lagrange-kényszerek:

Dy = AV =0 (2.4)

Ezen egyenletek tulajdonképpen az Euler-Lagrange egyenletek lineédris kombinacio,
melyek nem a mechanikdban megszokott masodrendi differencidlegyenletek, hanem

vagy elsorendtiek, vagy pedig algebrai egyenletek.

Lattuk, hogy a Lagrange-fuggvény szingularis volta és a dinamika kényszeres
Jellege Osszefiiggenek egymassal. A kényszerekrol azonban még tavolrol sem mond-

tunk el mindent.



A (2.4) kényszerek ismeretében ismét meg kell vizsgélni W rangjat. Ameny-
nyiben ez kisebb R-nél, az eljarast meg kell ismételni és igy tjabb kényszerekhez
juthatunk. Ezek elvben ismét csokkenthetik W rangjat, stb. Az ezzel az eljarassal
elééallitott kényszereket nevezzok els6 generaciés Lagrange kényszereknek. A

kovetkezékben ezeket ®)-nek jeldljiik.

A kényszereket algebrai iton kombindalva egymassal, csak a koordinataktol
fiiged (A-tipusi), illetve a sebességektol is fliggd (B-tipust) Osszefliggéseket nyer-

hetiink:

A-tipust : @(A)(q) =0
(2.5)
B-tipusu : cI>(B)(q, q)=0

Az A-tipusu kényszerek kozott elofordulhatnak azonosségok is.

Tekintsunk példaul egy n koordinataval jellemzett dinamikai rendszert,
amelynek az Euler-Lagrange egyenleteibol egy azonossidg kombinalhaté ki. Emiatt

az 1d6fejlodést (n — 1) egyenlet hatarozza meg, melyek kovetkezo alakra hozhatdk:

ql = ql(q17 "'7qn—17q17 ---ydn—l;Qnyq‘nyijn) 5 1= 17 sy 1 (26)

A rendszer megoldasaban ¢, nyilvanvaléan tetszoleges fuggvényként jelenkezik. igy
a rendszer 1idofejlodése nem egyértelmt a kezdeti feltételek megadasa esetén sem.
Tegytik ehhez hozza, hogy altalaban a kényszerek miatt mar a kezdofeltételek sem
valaszthatok meg tetszolegesen, hanem csak ugy, hogy a kényszerek ne sériljenek.

Mindezek jellemzo tulajdonsagai a mértékelméleteknek.

Az els6 generacios kényszerek A és B tipusi kényszerekre valo
szétvalasztasara mindossze azért volt szikség, mert az A tipusa kényszerek elso
idoderivaltja nem tartalmaz gyorsulasokat, igy szintén kényszer. A derivéalassal
elééllitott kényszereket masodik generaciés Lagrange kényszereknek nevezziik.
Ezek, illetve linearis kombinaciéik lehetnek szintén A és B tipusuak. UJ A tipusa

kényszerekbol derivalassal ajabb kényszerek nyerhetok, stb.

Az eljardast mindaddig ismételjuk, mig az Osszes A tipusu kényszer
idoderivéltja eloall B tipust kényszerek linearis kombindcidojaként. A B tipusi
kényszerek idoderivaltja gyorsulasokat tartalmaz, igy vagy a méar meglévo Euler-

Lagrange egyenletek kombinaciéja, vagy pedig 1] dinamikai egyenlet. A kényszerek
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idoderivaltjanak elttinését azért kell megkovetelni, mert a kényszereknek nem csak

kezdetben, hanem minden pillanatban teljestilnitik kell.

A Lagrange formalizmusban tehat az elso, illetve masodik generacios, illetve

A és B tipust osztalyozéasok keresztezésébol a kovetkezo tipust kényszerek adodnak:

(1A) 7 B : LA : I1.B) (2.7)

Elvben az A tipust (holoném) kényszerek a konfiguracios tér megfeleld sztikitésével

kiktuiszobolhetok.
Végul néhany megjegyzés:

1. A Lagrange fuggvény szingularis jellege a valasztott koordinatarendszertol

fuggetlen allitas.

ii. A Lagrange fuggvény szingularis jellege miatt a Hamilton formalizmusra val6

attérés szokasos modja jarhatatlan. Ugyanis

: oL
P4 45) = 5 2.8
(0505) = 5 25)
egyenletek akkor és csakis akkor invertalhatok a ¢ sebességekre nézve, ha
det(W) # 0, vagyis a rendszer nem szingularis. Ellenkezo esetben valamennyi

sebesség nem fejezheto ki a kanonikus valtozok segitségével.

ii. Forditva, ha a Hamilton-formalizmusbol szeretnénk visszatérni a Lagrange

formalizmushoz, a

. _ OH
ql_ ap

osszefuggéseket kell invertalni az impulzusokra nézve. Ez akkor lehetséges,

ha 5
H
det (apiapf> £0 (2.10)

(2.9)

teljestil. Belathaté azonban, hogy ez utébbi koordinatarendszer fuggo allités.
Minden Hamilton fiiggvény szingularissa teheto alkalmas kanonikus transz-

forméciéval.



III. A kényszeres dinamikai rendszerek Hamilton elmélete

ITl.a. Elsédleges kényszerek, gyenge és erds egyenloség

Az eddigiekbol kiderult, hogy a szinguléaris rendszerek Hamilton elméletét
nem lehet a szokésos modon felépiteni. A megfelel6 Hamilton formalizmust az ebben
a paragrafusban bemutatasra keriilo Dirac-Bergmann algoritmus segitségével nyer-

hetjuk.

Az el6z6 paragrafusban mar lattuk azt, hogy a szingularités (2.2) feltételének
teljesiilése esetén az impulzusok (2.8) kifejezései csak részben invertalhatdk a

sebességekre nézve. A részben végrehajtott invertalas eredménye:

qa:¢a(Qi7p67QA) s i:1,n, Oz,ﬁ:l,R

B

B (3.1)
p” =k (qi,pﬁ), A B=R+1,n

Itt feltettiik, hogy a koordinatdk alkalmas atrendezésével pontosan az elsé6 R darab
sebesség fejezhet6 ki a kanonikus véltozdk és a tobbi sebesség fliggvényében. (3.1)
masodik osszefuggésével kapcesolatosan vegytk észre, hogy a sebességekre nézve nem
invertélhat6 (n — R) egyenlet nem tartalmazhatja ¢a-kat, ellenkezé esetben ezek is
kifejezhetok lennének, igy rang(W) > R lenne. A vizsgalt (n — R) egyenlet tehat
csak ¢o-kat tartalmaz, de ezek kikiiszobolhetok (3.1) elso relacidinak segitségével.
Az (n — R) darab

oP = pP — kB(qi,p°) =0 (3.2)

osszefiiggések els6dleges hamiltoni kényszerck. Ezek a fazistéren egy feliiletet
hataroznak meg, az Gn. kényszerfeliiletet (X). A hamiltoni kényszereket ¢-vel

jeloljik, a ®-vel jelolt Lagrange fuggvényektol valéo megkiilonboztetés céljabol.

A kovetkezokben bevezetjik ezen kényszerfelilletekhez kapcsolédd gyenge,

illetve er6s egyenloségek fogalmat.

Két fuggvény, f és g gyengén egyenlo, ha a kényszerfeluletek pontjain azonos

értékeket vesznek fel:

fla,p)=g(q,p) (3.3)

Két fuggvény, f és g erosen egyenlo, ha gyengén egyenloek és a
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kényszerfeltleten a gradienseik is egyenloek:

flg,p)~g(q,p)
(f(q,p)Eg(q,p)> & (8f a9 . Of ag) (3.4)
Jq 8q 8p dp

Allitas:

(frg) = (f ¢Ba—f— - B%) (3.5)

bizonyitas: tekintsink Y-n két 1nﬁn1tez1mahsan kozeli pontot. A két pont ko-

ordinatainak kiilonbségei (3.2) kényszerek miatt nem fiiggetlenek:

‘ 8
¢, op’, dp aq 550t 2, /3519 (3.6)
Amennyiben frg, Ugy
dfridg (3.7)
(3.6) miatt 0 f kovetkezdképpen irhatéd:
_of of o of s
T 0 gt gy (3.8)
0 of 0OxP 0 of 0OxP '
= (9L 08 On sy (O 4 0T 05T s
dq;  OpB Oq op? ~ opB apFf

Hasonlé kifejezés irhaté fel dg -re is. Mivel d¢; és dp° egymastél fiiggetlenek, (3.7)-
bol kétféle gyenge egyenloség addodik:

of of 9k% 0y n 0y k"
dgi  OpB ¢ ~0q; | OB g

3.9
of of 8/<Bwag dg OrP (3:9)
ap? " 9pB 9p? " Ips T OpP Ips
amelyek (3.2) kényszerek segitségével kifejezve:
0 0 0
7w (1= am) =2 K (0= 55)

0 5 Of B 99
o7 (f‘¢ ) ~ oy (9‘ az?)

Végiil észrevessziik, hogy utébbi egyenléségben az 1-t6l R-ig futé 3 index i = 1,n
indexre cserélhets, mert az (R 4 1)-t6l n-ig futé indexek esetében (3.10) mindkét
oldala gyengén eltunik:

0 0 ?
(f — P f) = 87{4 — 5ABa]T]; — ¢BapA;pB ~0 (3.11)




Q.E.D.

Az elobb bizonyitott allitasnak van egy fontos kovetkezménye. Ha a g

fuggvényt nullanak valasztjuk:

af
~0)= (f=¢"—% 3.12
(F=0) = (5= %) (3.12)
vagyis a gyengén elttiné fuggvények a kényszerek linearis kombinaciéi!

Megjegyezzuk még, hogy a gyenge egyenloségeket csak a szdmolasok legvégén
szabad felhasznalni. Tehat a Poisson zardjeleket is az egész fazistéren szamoljuk és

csak ezutan szikitjik le értékiiket a kényszerfeliiletre.

ITL.b. Legendre transzformacié, masodlagos kényszerek

Az impulzusoknak a sebességekre nézve csak részben lehetséges in-
vertalhatosiga folytan a Legendre transzformaciéo végeredménye egy “hibrid”,
koordinataktol, impulzusoktdl és sebességektol egyarant fuggo kifejezés, amit a

tovabbiakban kanonikus Hamilton fuggvénynek neveziink:

Allitas:
1° He = He(qi,p")
90 o OHc . Or*
o = apa g4 apa (314)
< OHc Or4
30 pl— :
P dg; aa dg;

bizonyitas: felhasznélva ¢, és p? (3.1) kifejezéseit a kanonikus Hamilton fiiggvény

(3.13) kifejezésében, majd rendre a valtozdi szerinti parcialis derivaltakat képezve:

OHc . Ok 0L
oqi 1 0 Og

6Hc . . 8/#‘ . 6Hc . 6/«4

— — _ 3.15
ap° o +4A 24, — Qo gpa A op° ( )
OH¢
94a
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Az allités els6 és masodik része ezzel bizonyitast nyert, a harmadik részhez az im-
pulzusok definici6jat, az Euler-Lagrange egyenleteket valamint (3.15) elsé egyenletét

hasznaljuk:
. doL 0L OHe . Or*
P = =

T dtdq g Oqi aa 0q;

(3.16)

Q.E.D.

Erdekes kovetkezménye az elobbi allitasnak, hogy a kanonikus Hamilton
fiiggvény csak a kényszerfelilleten értelmezett, mivel p?-t6l nem, hanem csak
(qi,p%)-tél fiigg, és a pP véltozdk csak a kényszerfeliileten fejezhetSk ki utébbiak
fuggvényében. Mivel az egész fazistéren értelmezett Poisson zardjeleket kell
hasznalnunk, célszeri H¢ helyett egy valamilyen, az egész fazistéren értelmezett
H Hamilton figgvényt hasznalni, amely Hc-vel erosen egyenlo. Egyéb kikotés
H-ra nincs, ez tulajdonképpen tehat He-nek tetszoleges kiterjesztése az egész
fazistérre. A kiterjesztés azért tetszoleges, mert a fizikai torténések mindenképpen

a kényszerfeliileten zajlanak.

A (3.15), (3.16) kanonikus egyenletek a (3.2) kényszerek segitségével

kovetkezd alakra hozhatdk:

. OH . 0ot
qa™ +ga
op® op®
(3.17)
G OH . O
P dg; 1A dq;

Az o index az elso egyenletben i-re valtoztathatd, mert ¢ = A esetekben mindkét

oldal ¢4.

Vezessiik be az els6dleges Hamilton fuggvényt:
Hp =H+ ¢%4n (3.18)

Segitségével a kanonikus egyenletek a megszokott alakban irhatok:

. OH
qi~ apf) = {(]i,HP}
(3.19)
. oH
p=—- P} P :{pi,HP}
q:

A gyakorlatban az elsodleges Hamilton fuggvényben H helyett Hc-t hasznalhatjuk.
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Tetszoleges fuggvény idofejlodését igy
d _ of . Of . 0f0Hp Of OHp
dt — g " it T g ap' ~ Opi O

= {f,Hp} (3.20)

adja meg.

Az egész fazistéren értelmezett Poisson zardjelek hasznalatanak ara az, hogy
a mozgasegyenletek gyenge egyenloségek, a kanonikus Hamilton fuggvény helyett

pedig az elsodleges Hamilton fuggvény szerepel.

Akércsak a Lagrange formalizmusban, itt is biztositani kell azt, hogy a

kényszeregyenletek minden id6épontban teljestljenek:

0~ ot ={o" Hp} = {¢o" H} + qp{o”, 0"} (3.21)
Ezen egyenletek vagy (gyenge) azonossagok, vagy meghatirozzak az ismeretlen
ga-k valamelyikét, vagy pedig j kényszerek. Utobbi esetben az idoderivalast
meg kell ismételni, stb. Az igy eldallitoott kényszereket masodlagos hamiltoni
kényszereknek nevezziik. Az eljaras sordn az ismeretlen ¢p egytitthatdk egy része

meghatarozottd valhat.

Bizonyitas nélkil jegyezzuk meg, hogy az elsé generacios Lagrange kényszerek
az elsodleges hamiltoni kényszerek idoderivaltjainak linearis kombinaciol. Létezik,
egy ezidaig még helytalld sejtés is, miszerint az osszes Lagrange kényszer ismeretében

az Osszes hamiltoni kényszer kovetkezményként eloall.

III.c. A kényszerek 0j osztalyozasa: els6 és masodosztalyu kényszerek

A hamiltoni kényszerek elsodleges, illetve masodlagos jellege nem annyira

fontos, mint az ebben a paragrafusban bevezetendo osztalyozéasuk.

Egy hamiltoni kényszert elsGosztalytinak neveziink ¢, ha:

{oD, 0" }~0 (3.22)
az Osszes B-re. A kényszert masodosztalytinak nevezzilk ¢{/?) ha (3.22) nem

teljestil. A hamiltoni kényszerekre a kovetkezo jeloléseket vezetjik be:

elsoosztalyu elsodleges kényszer : gb(I’l)
elsoosztalyt masodlagos kényszer : gb(I’Z)
(3.23)

mésodosztalyt elsédleges kényszer : U

masodosztalyt masodlagos kényszer : ¢(II,2)
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A (3.20) kanonikus egyenletekben szerepld (3.18) elsddleges Hamilton fliggvény tar-
talmazza az elsodleges kényszerek sebességekkel vett linearis kombinacidjat. Az 0j

osztalyozas ismeretében ez a kifejezés kovetkezoképpen részletezheto:
. 11
ino” = uCop + ol (3.:24)

Itt a nagybetis indexek az elsoosztalyd, a kisbetiisek pedig méasodosztalya
kényszerek szerinti oOsszegzéseket jelolik. Az elsodleges, illetve mésodlagos

kényszerek idémegmaradasa kovetkezoképpen irhaté:

{o\1) HY~0
{qbfin’l),H} i vc{qbfin’l),qb(cn’l)}%o
{6 H}x0
{qbfin’z),H} i vc{qbfin’z),qb(cn’l)}%o

(3.25)

Mivel az u¢ egyiitthaték eltiintek az egyenletekbdl, ezek meghatdrozésa mar nem
lehetséges, igy tetszoleges fiiggvények maradnak. A megoldasban szerepld
tetszoleges fuggvények szama igy megegyezik az elsddleges elsGosztalyu

kényszerek szamaval.

Konnyen belathaté az, hogy a méasodosztalyt kényszerek egymassal vett Pois-
son zardjeleibdl alkotott métrix regularis a kényszerfeliileten. (Ellenkezo esetben
a masodosztalyt kényszerek valamilyen linedris kombinacidja elséosztalyu kellene
hogy legyen, ami nem lehetséges.) Ez a métrix, mivel antiszimmetrikus, paros

dimenzidju kell legyen, igy a masodosztalyt kényszerek mindig paros szamban for-

dulnak eld.

Mivel a méasodosztalya kényszerek egymassal vett Poisson zardjeleibol alko-

tott métrix invertdlhatd, (3.25) masodik és negyedik egyenletébol:

C — C II
v %—{qb(jj’l),qb(jj)} 1 d{qbfi ),H}

an (3.26)
{pU T2 U1 edf 50 H A0

osszefuggések addédnak. Ezeket majd a mozgasegyenletek egyszerubb alakban valo

irdsara hasznaljuk.
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ITI.d. A teljes és bovitett Hamilton fuggvény, a Dirac zarégjel

Az idofejlédést jellemzd (3.20) gyenge egyenléség (3.24) és (3.26) fel-

haszndléséval kovetkezo alakot olti:
d -1 ¢
D U HY ) — (LD D) Dy (32)

Erdekes médon a masodosztaly kényszerek kozil agy az elsodlegesek, mint a
masodlagosak szerepelnek a fenti osszefiggésben, mig az elsoosztalytak kozul csak

az elsodlegesek.

A (3.27) oOsszefliggés egyszertibb alakjat nyerjiikk a teljes Hamilton

fuggvény bevezetése utén:
Hp=H +u6{" (3.28)

Dirac javasolta, hogy az elsodleges és masodlagos els6osztalyt hamiltoni kényszerek

egyenrangian szerepeljenek egy bovitett Hamilton fuggvényben:
Hp = Hp +uw” ¢ (3.29)

Jelenleg a kiillonbozo szerzok véleményei eltérnek abban, hogy a teljes vagy pedig a
bovitett Hamilton figgvényt kell-e hasznéalni a dinamikai egyenletekben. A kétféle
nézépont szerint az is kiilonbozik, hogy mit nevezhetiink megfigyelhet6 meny-
nyiségnek. Egy F megfigyelhetdé mennyiségrdl ugyanis joggal varjuk el azt, hogy
klasszikus méréskor az elmélet alapjan megjosolhatd értéket vegyen fel. Ez a
feltétel azonban nem teljestilhet, ha az F idofejlodését leird egyenlet tetszoleges
fuggvényeket tartalmaz. Attol fuggoen, hogy az egyenletben melyik Hamilton
fuggvény szerepel, ezen fuggvények szama is valtozhat. Altal4nosan elfogadott
kritériuma egy mennyiség megfigyelhetoségének az, hogy a teljes, illetve a bovitett

Hamilton figgvénnyel vett Poisson zardjele legyen gyengén eltino.

Megjegyezzuk, hogy az eddig bevezetett Hamilton fuggvények:
He,H,Hp, Hy és Hp mind megegyeznek a kényszerfeltleten.

Vezessiik be a Dirac zaréjel fogalmat:

{£,9Yp = {f, 9} — {f, oD HUD, oI D71 edglID gy (3.30)
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Ennek segitségével a (3.27) dinamikai egyenlet

d
d_JtC ~ {fvﬂp} = {vaT}D (331)
alternativ alakokban irhaté.

A Dirac zargjel tulajdonképpen egy altalanositott Poisson zargjel, vagyis a
fundamentélis zardjelek megszokott értékeitol eltekintve a Poisson zardjel Osszes
tulajdonsagaval rendelkezik:

- antiszimmetrikus

- linearis mindkét argumentumaban

ha egyik fuggvény dllando, a Dirac zardjel nulla

7 7 M e
ervenyes a JaCObl azonossag

szorzat Dirac zardjele: {fg,h}p = flg.h}p +{f,h}pg

- a masodosztalyu kényszerek tetszoleges fuggvénnyel vett Dirac zardjele

nulla.

Az utébbi tulajdonsag fontossaga abban rejlik, hogy a mésodosztalya
kényszerek mar a Dirac zardjelek szamolésa elott nullava tehetok, szemben a Poisson
zarojelekkel. fgy a masodosztalyt kényszerek megoldasara lehet torekedni, amivel a
fazistér dimenzidja csokkentheto. Mivel a masodosztalya kényszerek paros szamban

fordulnak elo, a redukélt fazistér paros dimenzidja biztositva van.
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IV. Elektrodinamika

A Maxwell egyenletek talan a legismertebb kényszeres dinamikai rendszert
irjdk le. Ebben a részben az el6zo két fejezetben ismertetett altalanos elméletet

fogjuk alkalmazni az elektromagneses mezo esetére.

I'V.a. Kovarians targyalas

Jol ismert, hogy a vakuumbeli Maxwell egyenleteket megadd hatas:
I[AY, . AY = /d4xFab(:1;)F“b(:1;) (4.1)

ahol a kanonikus koordindtédk az A® = (®, A,) a skalar és vektor potencidlokbdl
képezett négyespotencial komponensei, Fy, = 0,4y — Op A, az elekromagneses
tértenzor és az indexeket 1., = diag(—1,1,1,1) Minkowski metrikaval, illetve
n®® = diag(—1,1,1,1) inverz metrikdval hiizzuk le és f6l. A latin indexek 0-t6l

3-ig, a gorog indexek 1-to6l 3-ig futnak. Az elektromos, illetve magneses mezok:

Ea = 1La0 = 8aA0 - 80Aa = —8aCI> - Aa
1 (4.2)

B, = 5657]757 = 07954,

Vektor jelolésmodban fenti egyenletek a térerosségek jolismert kifejezését adjék a

potencialok fuggvényében.

—

E= —grad® — A , B =rotA (4.3)

Az Fyy illetve E , B definicidjanak kovetkezménye a Maxwell egyenletek egyrésze:

OcFar) =0, illetve
B = —rotFE , divB =0

melyek igy azonossagok. Fenti képletben a szogletes zargjel az osszes index szerinti

antiszimmetrizaciét jelenti.

A (4.1) hatds variacidja szolgéltatja a fennmaradé Maxwell egyenleteket:

OFhe =0, illetve
- 5 . (4.5)
divE =0, E =rotB
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Lathato, hogy ezen egyenletek nem valtoznak meg, ha a potencialokat
A® o A= A4 0% (4.6)

tetszoleges k fuggvénnyel képezett mérték transzformacionak vetjik ala.

IV.b. Kanonikus targyalas

A kanonikus targyalasmod lényege, szemben a kovarians targyalasmodal az,
hogy az idokoordinatat megkiilonboztetetten kezeli. Ez mindannyiszor sziikséges,

ha idofejlodést tanulmanyozunk.

Tekintstik elséként a Lagrange formalizmus kanonikus térgyalasit. A (4.4)

Maxwell egyenletek részletesen a kovetkezo alakban irhatok:

a=0: 0=AAy — g(dwzﬁr) — divE
) ot (4.7)
a=aqa: 0=—-A,+AA, — OydivA + 0y0,Ag

Mivel az els6 egyenletben nem fordul el6 masodik idoderivalt, ez els6 generacids
B-tipust Lagrange kényszer. A masodik egyenlet dinamikai egyenlet. A har-
madik fejezetben leirt dltalanos eljaras segitségével is megtalalhatjuk a kényszert,
kovetkezoképpen. Wy, = diag(0,1,1,1) métrix szinguldris, a nulla sajitértékhez
tartozé sajatvektora A = (1,0,0,0), melynek segitségével képezett Lagrange
kényszer pontosan (4.7) elsé egyenlete. Ez a kényszer nem mas, mint Gauss térvénye

vikuumban.

Mivel a kényszer minden pillanatban kell hogy teljestljon., megkoveteljik
az idoderivaljanak az eltinését. FErrdl azonban belathatd, hogy azonossag. igy
kényszeres szempontbol az elektrodinamika az egyszerubb elméletek kozé tartozik,
mindossze egy Lagrange kényszerrel rendelkezik. (Egészen pontosan a kényszerek
szama 1 x oo, mivel itt mar mezokkel kell dolgozni, azaz minden pontban van egy

kényszer.)

Bizonyitas nélkul jegyezzik meg, hogy a Gauss kényszer a mérték invariancia

kovetkezményeként egy un. altalanositott Bianchi azonossagként is eloall.

A kovetkezokben az elektrodinamika Hamilton formalizmuséat vizsgaljuk. Az

impulzusok:
II, = Fy, azaz

. (4.8)
Io=0, I,=A,— dudo
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Mint ahogyan az varhaté volt, az altaldanositott sebességek kozul esak Aq fejezhetok
ki a kanonikus valtozok segitségével, és talaltunk egy elsodleges Hamilton kényszert
1s:

oM = TIH~0 (4.9)

A kanonikus Hamilton fliggvény (egy teljes divergencia elhagydsa utan):
He = /d% (%HQHQ — AgO, 1 + iFaﬁFQﬁ> (4.10)
Az elsodleges Hamilton fuggvény pedig:
Hp =Hs + /d3:1; uy () (x) (4.11)
Az elsodleges kényszer idoderivaltja:
0~{pM), Hp} = 9,1 = ¢ (4.12)

egy mésodlagos kényszer, ami nem mas, mint az (4.7)-ban felirt Gauss kényszer.
Ezen kényszer idoderivaltja azonossag. igy a Hamilton formalizmusban mindossze

két kényszer van. Mivel
{6, 6} =0 (4.13)

mindkét kényszer elséosztalytd. Masodosztalyt kényszerek hidnyaban a Dirac és

Poisson zardjelek kozott nines kulonbség.

A megoldasban az egy darab elsodleges els6osztalyu kényszernek megfelelo
tetszoleges fluggvény szerepel majd. A potencidlok egyértelmti meg nem

hatarozottsaga megint csak a mérték invariancia kovetkezménye.

A teljes és a bovitett Hamilton figgvények:

Hr =He + /d3:1; ur(x)lo(x) = Hp
(4.14)
Hp =Hs + /d3:1; {ul(x)ﬂo(x) + ug()0, II%(2)

A fazistér dimenzidja 2 x 4 = 8. Mivel két elscosztalyt kényszer van, a
redukalt fazistér dimenzigja 8 — 2 x 2 = 4 = 2 x 2, azaz valojaban csak két sza-

badsagi foka van az elektromégneses mezonek. A szabadsagi fokok megkeresése
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kétféleképpen is torténhet, ezeket tekintjik at vazlatosan a kovetkezo két paragra-

fusban.
IV.c. Redukalt fazistér eléallitasa a szabadsagi fokok kivalasztasaval

Helmholtz nevéhez flizodik az az allitas, miszerint minden A vektormez6 (egy
allando vektor erejéig) egyértelmiien bonthaté fel egy forrdsmentes (divergencia-

z o 7 ;e
mentes) és egy orvénymentes (rotdciémentes) vektorra:

Aa=Al+4L, 0°Al=0, 7054 =0 — AL =0,0 (4.15)

A részletes szamolasok elvégzésével belathatjuk a kovetkezoket:

a. A tranzverzalis moédusok fundamentalis Poisson zardjelei:
{AT(2), Hg(y)}xo:yo = §a50(T — %)
{Aq (@), L5 () }aomyo = 0, {AL(2), Ho(y) beomyo = 0 (4.16)
{AL (@) 5 (9)}anzye = 0 {Ao(2) TIF (9)}s0=y0 = 0

b. Al megfigyelheté mennyiségek, mert:

{A£7 qb(l)}xo:yo = {A£7 Qb(z)}xozyo =0 (417)

c. Ap nem megfigyelheté mennyiség, mert:

{Ao, 6 oo = {Ag, Mo} goyo = 6(Z — §) # 0 (4.18)

d. végiil AL szintén nem megfigyelheté mennyiség, mivel (4.8) mésodik egyen-
letébol
AL =TL + .40 — AL = f(Ao) (4.19)

kovetkezik, és Ap semmilyen fuggvénye nem lehet megfigyelheto mennyiség.

Fentiekbol kovetkezik, hogy az elektromagneses mezo6 szabadsagi fokait

a potencial tranzverzalis médusai képviselik.

Ez utébbi kovetkeztetés lezarja azon vitakat, hogy a potencidlok vagy pedig

a térerosségek-e az elsodleges valtozoi az elméletnek. Ez a kérdés felmerult az

19



Aharonov-Bohm effektus kapcsan is, amelyben szintén a potencidl tranzverzalis része

jatszik szerepet.

IV.d. Redukalt fazistér eléallitasa mérték tipusa kényszerek segitségével

A redukalt fazistér eloallitasanak masik modja az, hogy az elmélethez kivilrol
kényszereket adunk. Ez az eljaras jol ismert: a gyakorlatban Coulomb mértékben,
Lorentz mértékben stb. szoktuk az elektrodinamikai szamolésokat végezni, igy oldva

fel az elméletben jelenlevo mérték szabadsigot.
A leggyakrabban hasznalt mértékek az elektrodinamikaban:

a. Lorentz mérték: 09,A* = 0. Ez nem sziinteti meg teljesen a mérték sza-
badsagot, tovabbi mérték transzformaciok végezheték ugyanis 00, = 0

feltételnek eleget tevo e figgvény segitségével.
b. Coulomb mérték: J,A% =0
c. Tempordalis mérték: Ag =0
d. Sugarzasi mérték: 9, A =0és Ag =0
e. Axial mérték: II3 + 03 A0 =0és A3 =0

Vizsgaljuk részletesebben a sugarzasi mértéket.  Némi szamolds utan

belathato, hogy az elmélethez adott két 1j kényszer

\1/1 = AO ~0 és \1/2 = 8aAa ~ 0 (420)

megsziinteti a mérték szabadsdgot. A régi ¢1?) kényszereknek az Uy
kényszerekkel vett Poisson zardjelei méar nem tannek el, igy négy darab
masodosztalyu kényszert tartalmazo elméletink van. A gyenge egyenloségek erds
egyenloséggé valé konvertaldsa céljabol célszert a Dirac zardjeleket hasznéalni,

melyek most mar kulonboznek a Poisson zardjelektol.

Jelolje a masodosztalyu kényszerek egyméssal képezett Poisson zardjeleibol

4116 métrixot M. A matrix sor, illetve oszlopindexeit a kényszerek (1), (2 T, ¥,
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sorrendje hatarozza meg.

0O 0 1 0
0 0 0 -A - S

M = 1 0 0 0 T —y) (4.21)
0 A 0 0

ahol A a Laplace operédtor. Az M maétrix (¥ —g) fliggvényre nézve képezett inverze:

0 0 —§(F—q) 0
0 0 0 1l
-1 _ 47| Z—7|
M Si—d) 0 . ! (4.22)
0 — 0 0
dr|i—7]

fgy két mennyiség Dirac-zargjele:

{f(2);9(y)yp = {f(x).9(y)} - //dﬁdﬁ{f(w)a‘I’Q(U)}MJE{‘I’ﬁ(v),g(y)} (4.23)

ahol U = (1) ¢(2) T, T, kényszereket jeldli, és a Dirac illetve Poisson zdréjeleket

azonos ¥ = y¥ idében szamoljuk.

Ebbdl szarmaztathatok a fundamentélis Dirac zardjelek is, tgymint:

{Aa (@), (1)} = (8 + 6an™)o(F = §) — aaa“m (4.24)
{Aa(2), A1)} p = {TT*(2), T (y)} p = 0

Az els6 fundamentdlis Dirac zardjel nyilvanvaléan nem egyenlé a Dirac delta
fuggvénnyel. Az a = «, b = [ esetben az egyenlet jobboldalat tranzverzalis
delta fuggvénynek nevezzik. Az elektrodinamika szokvanyos targyalasaban a
tranzverzalis delta fuggvényt "kézzel” vezetik be az elméletbe, abbdl a célbdl, hogy
feloldjak a potencialok térszertu komponenseinek Poisson zardjelei és a Gauss torvény
kozott fennall6 inkonzisztenciat. Az elektrodinamika kényszeres targyaldsmaodjaban

a tranzverzalis delta fuggvény természetes mdédon adodik.

A sugarzasi mértékkel kapcsolatos targyalasunkat azzal a megjegyzéssel
zarjuk, hogy a szabadsigi fokokat képviseld tranzverzalis potenciadlok és kano-
nikus impulzusaik kozotti Dirac zardjelek egybeesnek ezen mennyiségek Poisson

s e .
zarojeleivel.

21



AJANLOTT IRODALOM
[1] Dirac: Lectures on Quantum Mechanics Yeshiva University Press (1964)

[2] Sudarshan, Mukunda: Classical Dynamics. A Modern Perspective Wiley
(1974)

[3] Hanson, Regge, Teitelboim: Constrained Hamiltonian Systems Academia

Nationale dei Lincei (1976)
[4] Sundermayer: Constrained Dynamics Springer (1982)

[5] Esposito: Quantum Gravity, Quantum Cosmology and Lorentzian Geome-

tries, masodik kiadas, II. fejezet Springer (1994)
magyar nyelven:

[6] Balog Janos: Relativisztikus térelmélet, Bevezetés a fizika térelméleti

modszereibe, IV. fejezet ELTE Budapest 1981

22



KENYSZERES DINAMIKAI RENDSZEREK I1I

Gergely A/rpdd Laszlo

TARTALOM

L Bevezetés ... 2
IT. A kényszeres dinamikai rendszerek bemutatasa egy egyszert példan ...... 3
ITI. A pontmechanika parametrikus lefirasa .......... .. ... ... o i, 10
IV. A szabad relativisztikus részecske ... .. ... . .. 13
Ajanlott irodalom ........ . 17



I. Bevezetés

A kényszeres, mas néven szingularis rendszereknek ma mar nagy irodalma

van [1-5].

Ez a dolgozat folytatdsa kivan lenni a hasonlé cimt: Kényszeres Dinamikar
Rendszerek I Elméleti Fizika Flizetnek [6]. Az emlitett fiizetben a kényszeres, méas
néven szingularis dinamikai rendszerek altalanos Lagrange- és Hamilton elméletét

irtuk le, majd egy fontos alkalmazast: az elektromagneses mezot targyaltuk.

Az altalanos elmélet ismertetésekor mind a Lagrange mind a Hamilton for-
malizmus targyalasaban egy-egy algoritmust ismertettink. FEzen algoritmusokat
kivanjuk egy kivalasztott példa kapcesén [7] konkretizdlni a mésodik paragrafusban.
A felhozott példa mesterkélt — minden pontmechanikai jellegli példa az lenne, de
kivaléan alkalmas az altalanos eljarasok konkrét esetben valdé szemléltetésére. A
definicidkat altalaban nem ismételtik meg, igy a munka emlitett els6 részének is-

merete elengedhetetlen.

Ezutén a torténeti sorrendben elsoként felbukkano kényszeres dinamikai rend-
szerrel foglalkozunk: a pontmechanika paraméteres leirdsaval [8]. Ez a paraméteres
elméletek els6 reprezentansa, gyokeresen mas jellegti, mint az elozoleg targyalt
elméletek. Egy paraméteres elméletben ugyanis a kényszerek szerepe egészen mas,
mint a hagyoméanyos mértékelméletekben: mig itt magat az idofejlodést generdljék,
amott az ekvivalens allapotokat hatarozzak meg. A paraméteres elméletek leg-
jelentosebb példédja az altalanos relativitdselmélet, ennek ismertetésére azonban e

dolgozat keretében nem kerul sor.

Végiil a szabad relativisztikus részecskét [4] tdrgyaljuk, mint kényszeres di-

namikai rendszert. Ez egy aranylag egyszerti paraméteres elmélet.

E munka a 1605 sz. FEFA projekt tamogatasaval készult. A szerzo koszonetét

fejezi ki Dr. Gyémant Ivannak a kézirat atolvasasaért.



IT. A kényszeres dinamikai rendszerek bemutatasa egy egyszert példan

Ebben a paragrafusban a [7] hivatkozésban szerepld, de ott részletességgel
ki nem dolgozott, egyszertt példan keresztul szemléltetjik a kényszeres dinamikai
rendszerekkel kapcsolatosan felmertlo ) fogalmakat, valamint az ilyen rendszerek
kanonikus targyalasaban ad6do, a szokvanyostol eltérd eljarasokat. Tekintsik a
41,42, q3 és qq altalanositott koordinatakkal jellemzett dinamikai rendszert, melynek

Lagrange fliggvénye [7]:

1. )
L= 56]% + 32 — @V (g2, g3) (2.1)

ahol V(q2,¢3) a masodik és harmadik koordinatatdl fliged tetszoleges potencialt
jelol.

Az Euler-Lagrange egyenletek:

¢@1 =0
av
@“B>—q-+%a =0
q2
2.2)
oV (
) .

=Gz — Q17— 305 =0
oA .=y =
Lathato, hogy a (2.2) egyenletek kozott csak egy dinamikai, azaz mésodik
idoderivaltakat tartalmazé egyenlet van. A tobbi Euler-Lagrange egyenlet: két B-
tipusu, azaz sebességeket is tartalmazo, illetve egy A-tipusi, azaz csak koordinatékat

tartalmazo elso generacios Lagrange kényszer.

Ha a Lagrange fuggvény sebességek szerinti maéasodik idoderivaltjaibol
képezett matrixot vizsgaljuk, ugyanerre a kovetkeztetésre jutunk. A matrix rangja
1, igy a harom nulla sajatértékhez tartozd sajatvektor harom elsé generédcios

kényszert hatédroz meg [6].

Mivel a kényszereknek minden pillanatban teljestlniik kell, meg kell

kovetelniink idoderivaltjaik elttinését is:

(I,B) % PV . 0?V
0= = —
1 (_73—|-(]4aq2—|-Q4<a§(h—|-aq3aq2q>
(1,B) oV o’V . 9*V
0 CI> =y — 2.3
= —dag - Q4<aq28q3 CRr Q3> (2-3)
oV oV
0 =pHA) — hl i
=3 2(]2 + B q3



Az els6 két egyenlet 11j dinamikai egyenlet (mivel olyan méasodrendi idéderivaltakat
tartalmaznak, melyek nem kiiszobolhetok ki (2.2) felhasznélasaval sem), a har-
madikrdl pedig a két B-tipust kényszer felhasznalasaval belathato, hogy azonossag.
fgy ebben az esetben nincs méasodik generdciés Lagrange fuggvény. A Lagrange for-
malizmusban a négy koordinataval jellemzett rendszer viselkedését harom dinamikai

egyenlet valamint harom kényszer hatarozza meg.

Vizsgéljuk meg a négy koordindtdhoz rendelt kanonikus impulzusokat is (az

impulzusok indexei felsé indexek):

., oL . , 0L
P =73 =4, P = 73— =43

8q1 892 (24)
3_8_L_0 4_8_L_0 ‘
P=os—" P 7o

A Hamilton formalizmusra valé attérés szokvanyos eljarasa szerint fenti
osszefuiggésekbol kellene kifejezni az altalanositott sebességeket a koordinatak és
impulzusok figgvényeiként. Nyilvanvaloan itt ez csak ¢; esetében hajthato végre.
Az, hogy harom sebesség kifejezése nem lehetséges, megint csak az els6 generacids
Lagrange kényszerek jelenlétével fligg dssze. Vegyiik észre, hogy (2.4) masodik, har-
madik és negyedik egyenlete kizarélag koordinatakat és impulzusokat tartalmaznak
(sebességeket nem) és mint ilyen, hamiltoni kényszerek. Hamiltoni kényszerként

foghaté fel az A-tipusa Lagrange kényszer is.

A kovetkezokben ratériink a (2.1) dinamikai rendszer Hamilton formaliz-
musénak részletes vizsgalatara. A (2.4)-ben talalt kényszereket elsédleges hamiltoni
kényszereknek nevezziik:

(1)

Ezen kényszerek egy kényszerfeliletet értelmeznek. Arra az esetre, ha két
fuggvény f és g csak a kényszerfeltlet pontjain vesz fel azonos értéket, a fuggvények
gyenge egyenldoségének fogalmat hasznaljuk fag. (Itt jegyezzilkk meg, hogy a
gyenge egyenloségeket kizarolag a Poisson zardjelek szamolasa utan hasznalhatjuk
fel.) Az altalanos Dirac-Bergmann algoritmus szerint a szokvanyos médon képezett

kanonikus Hamilton fliggvényhez (H¢), mely esetiinkben csak a kényszerfeliileten
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értelmezett (ldsd [6]), hozzdadva az elsédleges hamiltoni kényszerek lineéris kom-
bindcidjat, az elsédleges Hamilton fiiggvényhez (Hp) jutunk. A linedris kombinécié
egylitthatdi, az dltaldnos elméletbdl ismert médon, éppen a (2.4)-bél ki nem fe-

jezheto sebességek:

1
He = 5(?1)2 + ¢V

Hp = He + G20y + 30y + ol = (2.6)

= He + ¢2(p® — @3) + @3p” + qap*

Tetszoleges f fuggvény 1dofejlodését az

f~{f Hp} (2.7)

egyenlet irja le. Hasonléan a Lagrange formalizmushoz, a kényszerek idobeni meg-
maradéasat itt is meg kell kovetelni, melynek kovetkezményeként két ismeretlen
egyutthatd ¢o és g3 meghatarozotta valik, valamint adodik egy 1), azaz méasodlagos

kényszer is. A masodlagos kényszer idoderivaltja azonossag:

o __ OV 9V

1 — —4q4 —3qz q3~ g3~ — Q4 —8qz
w0V Y

2 g4 aq3 qo~ g2~4qa aq3 (28)

'gl) =—-Va0 — »P = Va0

q'b(z) = ¢{V, p2} + ¢34{V, p3}%0 azonossag

Ezzel a hamiltoni kényszerek eloallitasanak algoritmusa is befejez6dott.
Vegyik észre, hogy a masodlagos hamiltoni kényszert a Lagrange kényszerek kozott

is megtalaltuk. Ez egy altaldban is igaz allitas sajatos esete.

A vizsgélt rendszernek egy érdekes tulajdonsagéara is felfigyelhetiink: az
elsédleges Hamilton fiiggvény (Hp) linedrisan tartalmazza a méasodlagos kényszert

is a kanonikus H¢ Hamilton figgvényen keresztul.

Héatra van még a négy hamiltoni kényszer egymassal vett Poisson-zardjeleinek
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vizsgalata, a kényszerek elso, illetve mésodik osztalyba valé besorolasanak céljabol:

{6,680} = {p? — g3, p°} = —1
{60} = {p* — g5, p*} = 0

0
(6 6P} = (07 — 5. Vig.as)} = (P2 V) = — L
04z (2.9)
(657,68} = (p°.p') =0
(1) ()7 _ 7.3 . v
{sz 7¢ }_{p 7V(QZ7Q3)}_ _a—
qs

(67,6} = (p", Vg2, q5)} = 0

Mivel qbél)—nak az osszes tobbi kényszerrel vett Poisson zardjele eltinik, elsoosztalyt
hamiltoni kényszer. A tobbi harom kényszer latszélag masodosztalyd, valdjaban
csak ketto az koziliuk. Belathaté ugyanis, hogy képezheto beloluk a

OV oy

WV .,
b= el - S 4 (2.10)

kombinacio, amely els6osztaly, azaz az osszes tobbi kényszerrel vett Poisson
zardjele nulla. igy a rendszer két elsGosztaly ( él) és @), illetve két mésodosztalyn
( 51) és gl)) kényszerrel rendelkezik. Itt is teljesil az altalanos elméletbdl ismert

allitas, miszerint masodosztalyd kényszerek mindig paros szamban fordulnak elo.

A hamiltoni kényszerek elso-, illetve masodosztalyd besorolasanak jelentosége
messze tulmutat elsodleges, illetve masodlagos jellegtiknél. A tetszoleges f fuggvény
id6fejlodését leird (2.7) egyenletben szereplo (2.6) elsédleges Hamilton fliggvény a
(2.8) Osszefliggések figyelembevétele utdn mar csak egy tetszoleges fliggvényt tartal-

maz: gy-et, az elsddleges els6 osztalyu qbgl) kényszer egyutthatojat.

f%{fvﬂp}
oV

J— - 2_ J— —3 y 4:
Hp—Hc+q4aq3(p q3) Wy, P T hp (2.11)

1 .
= 5(?1)2 +qo+ (Z4¢g1)

A kényszeres rendszereknek ez egy igen fontos sajatossaga: a megoldas nem mindig
egyértelmfi, jelen esetben ¢y = qa(qi,p') tetszoleges fiiggvényt tartalmazza. Ezért
ha egy elméletben elsodleges elscosztalyt hamiltoni kényszerek vannak, csak azon
mennyiségeket tekinthetjuk megfigyelhetonek, melyek maguk is elsé osztalyuak, igy

az elobb emlitett tetszoleges jelleggel nem rendelkeznek.
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Megjegyzés: A gyenge egyenloségekkel kifejezett ¢o, ¢3 -at a Poisson zardjelek
szamolasa elott helyettesitettik be, ami latszoélag ellentmond annak az &altalanos
szabalynak, hogy a gyenge egyenl6ségek csak a Poisson zardjelek szamoldsa utan
hasznalhatok fel. Valdjaban nincs ellentmondéas, mert azon Poisson zardjeleket,
melyek ¢z, ¢3 -at tartalmazzak, mindig egy (gyengén eltiiné) kényszer szoroz meg,

igy ezek a tagok nem befolyéasoljdk az eredményt.

A (2.11) fejlodésegyenlet valamivel egyszertibb alakban irhaté az n. teljes
Hamilton fiiggvény (Hr) bevezetésével, mely a kanonikus Hamilton fiiggvény és az

elsodleges elsoosztalyu kényszer linearis kombinacidja:

_ 1 .
HT :HC + Q4p4 = 5(}91)2 + (Z4¢(2) + (Z4¢§>1) =
IRV ANE oV )
—2(29 )+ o Q4aq3¢1 ‘|‘C]4aq2 5
ov (1)
A
8(]2 2

+ gy = (2.12)
8V (1)
—Hp — g —
P g ¢ +4
A Hamilton figgvények hierarchidjaban utolsoként végul bevezetjuk a bovitett
Hamilton fliggvényt (Hpg) is, amit igy nyeriink, hogy a teljes Hamilton fliggvényhez
hozzdadjuk a méasodlagos elséosztalyi kényszerek linedris kombindciéjat is, (jelen

esetben ez ¢):
Hp =Hpr+ ug (2.13)

Egyes szerzok szerint ezt a bovitett Hamilton fuggvényt célszerti hasznalni Hp
helyett. Ebben az esetben az eltérés minimélis a két Hamilton fuggvény kozott,

csak a ¢ kényszer egytutthatoja kiulonbozik.

A fejlodésegyenlet tovabb egyszertisitheto az in. Dirac zardjel bevezetésével.
Jelen esetben (2.9) figyelembevételével, az f és ¢ fliggvények Dirac zéardjele a

kovetkez6 alakot olti:

{F.g}p = {f.0} = {£.0HE b + (.65 16 0} (2.14)
Segitségével (2.11) tomor formaban {rhato:
f%{fv HP}%{fv HT}D (215)

a bizonyitashoz (2.8), (2.9) és (2.12) osszefiiggéseket kell felhasznélni.
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A Dirac zardjel legfontosabb tulajdonsaga, hogy a mésodosztalyu kényszerek
tetszoleges fuggvénnyel vett Dirac zardjele mindig nulla. Ezért Dirac zardjelek
hasznalata esetén a gyenge egyenloségek mar a zardjelek szamolasa elott fel-
hasznalhatok, azaz gyakorlatilag mér kezdettol fogva a méasodosztalya kényszerek

megoldasara torekedhettnk.

Legelegansabban akkor jarunk el, ha egy kanonikus transzformécié
segitségével a masodosztalyu kényszereket kanonikus koordinatakka alakitjuk. Jelen
esetben ezt konny elérni a:

(Ql 492 g3 (Z4>_><Q1 Q=g —p @Q=¢g-p" =- 51) Q4> (2.16)

pt p? P P P! P? = p? P = = él) e

kanonikus transzformaécioval, melynek inverze:

@ =Q:+ P, g = Qs + P° (2.17)

A teljes Hamilton fuggvény az 0j koordinatédkban:

1 }
Hr = §(P1)2+Q4V(Q2+P37Q3—|—P2)+Q4P4 (2.18)

Mivel Q3, P3? koordinitak mésodosztalyi kényszerek, még a Dirac zardjelek
szamolasa elott nullava tehetok, igy a Dirac zardjelbe helyettesitendo teljes Hamil-
ton fuggvény:

Hy = 50"+ aV(Qs. P) + dap’ (219)

A kanonikus transzformaci6 utani koordinatak segitségével felirt Dirac zarojel:

af o af o0
(1o = {9} - g + G5 = 1129’ (2.20)

Itt {, } a sziikitett fazistér Poisson zardjelét jeloli. Vagyis az eredeti fazistéren
értelmezett Dirac zardjel a masodosztalya kényszerek megoldasa altal
adodé szukitett fazistér Poisson zardjelével egyezik meg! A szikitett
fazisteret a qi, Q2. qq és p', P%, p* kanonikusan konjugalt koordinatak feszitik ki. A

két masodosztalya kényszer megoldasa kettovel csokkentette a fazistér dimenzidjat.
A (2.15) fejlodésegyenlet ezek utén:

Frlf, Hpy={f, Hryp={f, HyY (2.21)
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A megmaradt kényszerek:
W=pt=0 $=V(Q:P?)=0 (2.22)

az 1) Poisson zardjelre nézve is elsoosztalytiak. Ezeket mérték tipusa kényszerek
bevezetésével lehet masodosztalyava tenni, majd megoldasukra torekedni. (Ezek az
tjonnan bevezetett kényszerek a térelméletekben eloforduléd mérték-kényszerekhez

hasonlé szerepet toltenek be.)
Elsoként vezessiik be a
\1/1 = g4 — a0 (223)

kényszert (a konstans), ami a qbgl) kényszert masodosztalyava teszi, mikozben ¢

tovabbra is elsbosztalyt marad:

{600} = -1
{6, 6} =0 (2.24)
(6,0} =0

Az 4j kényszerre kirott konzisztenciafeltétel, azaz az idéderivaltjanak az elttinése

megadja az ismeretlen ¢y egyutthatot, mellyel a teljes Hamilton fiiggvény tovabb

egyszerusitheto:
s =0
1 (2.25)
HY =2 (") + oV (Qs. P?)

A fézistér dimenziéja ismét csokkent kettével, jelenleg a qp, Q2, pt, P? kano-
nikus koordindték feszitik ki. A Hamilton fliggvény HY. és egyetlen elsSosztalyt
kényszer maradt: ¢ = V(Qq, P?) = 0, ami a szabadsdgi fokok szdmét kettSvel
csokkenti még. Ez utébbi kényszer is megoldhatd az elobb vazolt médon, mérték

tipusu kényszer bevezetésével, abban az esetben, ha a V fuggvény alakjat megadjuk.

Példaul V = w és Uy = Q9 + P? = 0 esetén a Hamilton egyenlet:

f=A{t 2(p")?} lesz és nem maradt egyetlen kényszer sem.
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III. A pontmechanika parametrikus leirasa

A legegyszerubb kényszeres dinamikai rendszert a klasszikus mechanikai
problémadk Gn. paraméteres lefrasdbdl kapjuk [8]. Tekintsiik els6ként az n szabadségi

fokl rendszert leiré hatdsfunkciondlt:

to
Ig1, ..y qn;t) :/ dt L(q1y .oy qny G1y ooy Gns t) (3.1)

t1
ahol ¢; = ¢i(t) és ¢ = ¢i(t). A szogletes zardjelben talalhaté argumentumok
funkcional fuggést fejeznek ki. Vezessiikk be a 7 paramétert a torténések idorendi
sorrendjének jellemzésére. Ez a paraméter igy az 1d6 tetszoleges monoton fuggvénye
lehet, és a targyalasban az 1do szerepét jatssza, de természetesen nem azonos az orék

altal mutatott idovel:
¢ =aq(t), G=4q(r), t=tr). (32)
A fizikai id6t nevezziik ki (n + 1)-edik koordinatéanak:
Gnt1 =1 (3:3)

Mig a t szerinti derivalast ponttal, a 7 szerinti derivalast vesszovel fogjuk jelolni. A
kétféle derivalt kozotti kapcsolat tetszoleges f fuggvényre:

_df _ df dgng

. A — F

A hatés {gy egy (n+1) -dimenziés konfiguracios téren (az in. eseménytéren)

értelmezett funkcionalként foghato fel:

T2 ! !

q1 q
I[q17--7Qn7Qn+l] :/ dr q;+1L(q17---7Qn7Qn+17 7 PREES) /n )
™ In+1 In+1

(3.5)

T2 ?

:/ dr Ll((h,---,CZny(Zn—l—la(_Ziv"'7(]:17(]:1—1—1)
-

1

Fenti osszefuiggésbol leolvashaté az 1j, 7 paraméterhez tartozé L Lagrange

fuggvény.

Az (n + 1) véltozéval vald leirast parametrikus leirasnak, az 0] fazisteret,
amiben az id6 is koordinata, bovitett fazistérnek nevezziik. A pontmechanika

ilyen leirasa Lagrange-ig vezetheto vissza.
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A parametrikus leirasmodban adodé leglényegesebb allitas az, hogy a
bévitett 2(n + 1) dimenziés fazistéren értelmezett Hamilton fiuggvény

azonosan nulla! Ezt konnyt belatni Euler homogén fuggvényekre vonatkozo tétele

alapjan. L; ugyanis elsérendi homogén fiiggvény qi, ..., ¢;, 4| valtozéiban, igy a tétel
értelmében: oL
1
¢ = L
q!
oL (3.6)
H =—"F¢—-L =L -L =0
q!

Fenti osszefuggésekben és a kovetkezokban tobb helyen is az Einstein-féle 0sszegzési
konvenciét hasznaljuk: ha egy index egy kifejezésben kétszer ismétlodik, egyszer
also, egyszer meg fels6 indexként, osszegezni kell ezen index szerint. Ebben a para-
grafusban a latin karakterek 1-t6l (n + 1)-ig, a gorog karakterek pedig 1-tél n-ig

terjed6 értékeket vesznek fel.

Az 4j Lagrange fliggvénynek érdekes tulajdonsaga, hogy az (n + 1)-dik ko-
ordinatahoz, vagyis az 1dohoz konjugalt kanonikus impulzus egy elojeltol eltekintve

a rendszer energigja:
w O(ghq L) , 0q¢, OL oL
Pr="gg T I+ ¢ 84, T 84
qﬂ qﬂ QV qu
pn—|—1 :a(q;z-i—lL) _
8%4-1
A fenti levezetésekben a t és 7 derivéltak kozotti (3.4) osszefliggést hasznédltuk fel.

Itt talalkozunk az elsé kényszerrel: (3.7) méasodik egyenlete kizarolag a koordindtdk
és impulzusokat tartalmazza, igy megszoritast jelent lehetséges értékeikre. Nevezzik

ezt a kényszert Co(q, p)-nek:

Colg,p) :=p" " + H(p,q) =0 . (3.8)

Beldthatd, hogy a (3.6)-beli allitds, miszerint H; = 0, valamint a Cy = 0

kényszer egymésbdl is szarmaztathatok:

0L,
H, = "L
1 8q§ q; 1
aLl 7 a(qg—i—lL) ! !
==—4n —— ¢, — Qo1 L
Ofyyy " dq, v (3.9)
n+1 1/ oL

=P Gnt1 T q;z+1 a—,QL - (Z:H-lL
qp
=i [PnH + (" g — L)] = qhi (Pnﬂ + H) = ¢n41Co
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Miként beszélhetiink Hamilton formalizmusrol, kanonikus egyenletekrol ha
H, Hamilton fuggvény eltunik? A valasz: moédositani kell a hatasban az integ-
randust olymoddon, hogy a tetszoleges N Lagrange szorzéval megszorzott kényszert

is hozzaadjuk. A helyes Hamilton egyenleteket megado hatas tehat:

— T2 .
Iq1, -, qn, Gny1; N] :/ dr (p'q} — N C) (3.10)
™
Itt C a kényszer, ami nem foltétlenul Cy, de Cy gyokeivel egyezd gyokei vannak.
Fenti kifejezéshez az L, Lagrange fliggvénynek (3.6) elsé egyenletébol szarmazo kife-

jezését, valamint az impulzusok szokédsos definicidjat hasznaltuk fel.

Az N Lagrange szorzé természetesen megjelenik az egyenletek megoldasaban
is. fgy amellett, hogy a kezdeti adatok nem lehetnek tetszélegesek a (3.8) kényszer

miatt, a megoldas is tartalmaz tetszoleges fuggvényt.
Altaldban kétféle médszerrel oldhatjuk fel ezt a hatarozatlansagot:

o megoldjuk a kényszeregyenletet, ezéaltal csokkentve a véaltozok szamat, és

eltintetve N-t az egyenletekbol. Az el6éllt hatast redukalt hatasnak, a Lagrange

fliggvényt pedig redukalt Lagrange fiiggvénynek nevezziik. Jelen esetben p"*1-t

kiiszoboljiik ki a tobbi kanonikus véltozd segitségével, (3.8) felhasznélésaval:

(2)

To , n i1 ” dQV
Ir =/ dr (p"q, — Hgpy1) = /1 dgnt1 {p y —H} (3.11)
T ‘1514)-1 dn+1

Ez pontosan az n szabadsagi fokd rendszer kanonikus alakban felirt
hatasfunkcionalja. Eszreveheté, hogy a ¢,+1-dik koordinata ugyanazt a szerepet
Jatssza, mint eredetileg az 1do, azaz a fuggetlen valtozd szerepét. A 7 paraméter

pedig teljességgel eltunt a képbol.

e specialis koordinatavalasztassal élink, ezaltal tintetve el a hatarozatlan-
sdgot. A @n41 = 7 vélasztds mellett a hatds (3.11) alakja all elé. Mésik
Gnt1 = Qn+1(7) vélasztas mellett ¢,41-t6] killonbozo fiiggetlen véltozd veszi at az

1d6 szerepét.

A pontmechanika parametrikus leirdsmdédja rendkivil hasznosnak bizonyul

akkor, ha a kanonikus kvantalas utjat akarjuk jarni. Ha az impulzusok szokasos
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operatoralakjat behelyettesitjiik az operatorként haté hamiltoni kényszer (3.8) kife-

jezésébe, a kovetkezo egyenlethez jutunk:

0 4
<ZE+H> U >=0 (3.12)

Ez nem mas, mint a Schrodinger egyenlet!

Mindaz, amit ebben a fejezetben elmondtunk a pontmechanika esetére,
altalanosithaté mezokkel torténo leirasra is. Ilyenkor a hatasban az 1do szerepét
a négy térido koordindta veszi at, melyek négy 1 mezonek tekinthetok, 7 _4 1
paraméterek bevezetésével egyidejuleg. A bovités soran a fazistér 2n dimenzidsrol

(2n + 8) dimenziéssa valik.

IV. A szabad relativisztikus részecske

Tekintsiink egy szabadon mozgd relativisztikus részecskét sik téridében [4].

A Minkowski metrikat jelolje:
Nay = diag(—1,1,1,1) (4.1)

a részecske koordinatait pedig x® (a téridé koordinatakat latin, a térkoordinatakat
gordg betiikkel indexeljiik). A részecske vildgvonalat 7 monoton névekvéd valtozd

paraméterezi. A szabad részecskét leird hatas:

I = —m/ AT/ —naptta® (4.2)

ahol m a részecske tomege, a pont ¢ = ddLT paraméter szerinti derivalast jelol

és a minusz elojel azért szikséges, mert idoszert mozgasokat vizsgalunk, melyekre
napi®a® < 0. Tovabba feltessziik, hogy a mozgés jovoirdnyitott, azaz ¢ > 0. A

fénysebességet egységnyinek valasztjuk.

A (4.2) hatds szinguléris rendszert ir le. Ha a Lagrange fliggvény sebességek

szerint vett masodik idoderivaltjaibdl allé matrixot képezzik, ennek determinénsa
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nulla, rangja pedig 3. A nulla sajatértékhez tartozo sajatvektor pontosan a négyes-

sebesség: ©*. Az Euler-Lagrange egyenletek:

(g/v‘)c = % (ﬁ) = 0 (43)

Az FEuler-Lagrange egyenleteket a nulla sajatértékhez tartozé sajatvektorral kon-

trahalva, egy azonossaghoz jutunk:
(EL). =0 (4.4)

Ebbol lathatd, hogy az Euler-Lagrange egyenletek egymastol nem fuggetlenek.
Ez kapcsolatos az elméletnek atparaméterezéskor mutatott invariancigjaval (a 7
paraméter helyett egy Oj 7'(7) paramétert vezetiink be, gy hogy 7' monoton
novekvo fliggvénye 7-nak és a végpontok véltozatlanok). Bar a Lagrange értelemben
vett kényszerek hidnyoznak (mar az elso kényszer is azonossag), (4.4) miatt az egyen-

letek nem hatarozzédk meg egyértelmtien a koordinatdk idofejlodését.

Az impulzusok:
oL e
Pei= —— = m——— (4.5)

oz¢  —1Napt @b
fgy az Fuler-Lagrange egyenletek pontosan ezen impulzusok mozgéséllando jel-
legét mondjdk ki. Bar latszolag az Osszes sebesség kifejezhetd impulzusok és ko-
ordinatak segitségével, valojaban ezek a kifejezések nem fuggetlenek egymastol. Ezt
legkonnyebben tgy lathatjuk be, ha (4.5) térszerti egyenleteit invertaljuk elséként:
N paj/,O

=2 (4.6)

Vm? +p?

majd ezt behelyettesitjitkk (4.5) fennmaradt egyenletébe:
P’ =(m*+p’)? (4.7)

Itt p az impulzus vektort, azaz a négyes impulzus térszert részét jeloli. A specidlis
relativitaselméletbél jol ismert(4.7) Osszefliggés itt hamiltoni kényszerként jelent-

kezik:
b=—p") +p*+m? (4.8)
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igy (4.6) integrélésa a kovetkezd kifejezéseket adja a koordinatakra:

o pao o
1) =—=2"(7) + , a=1,23
()= L5a(r) 4 ¢ o

29(7)  tetszéleges

A koordinatak csak akkor valnak rogzitetté (legaldbb a p® és €% integracids
dllanddk erejéig), ha valamilyen vélasztdssal éliink 20(r) figgvényre. Legyen
példaul:

DLty =1 (4.10)
Ekkor a szabad részecskét leiré mozgéasegyenletek jol ismert, lineéaris alakjat nyerjik.

A tovabbiakban vizsgéljuk a Hamilton formalizmust. Mivel (4.2)-ben a La-
grange fuggvény homogén elsorendi a sebességekben, akarcsak az el6zo paragra-
fusban, a (3.6) bizonyitas itt is elvégezhetd, melynek eredményeképpen eltiiné
kanonikus Hamilton figgvényhez jutunk. Megjegyezzik, hogy az eltiiné Hamilton
fiiggvény altalaban is sajatja a paraméteres (dtparaméterezésre invarians, mas néven
kovarians, més néven homogén) elméleteknek. Az elsddleges Hamilton fliggvényt {gy

kizarolag a (4.8) elsédleges hamiltoni kényszer hatarozza meg:
Hp =vo (4.11)

Itt v = w(7) tetszbleges fliggvény. Az altaldnos elmélethez hasonléan itt is
kovetkezik, hogy ez az ismeretlen fliggvény (egy szorzé erejéig) a kanonikus ko-

ordinétéakkal ki nem fejezett z° sebesség:
% ={2° Hp} = 2p% (4.12)
A kényszer teljesiti a konzisztenciafeltételt, azaz idoderivaltja azonossag.

Az egyetlen talalt kényszer természetesen elsdosztalyn, ezért a fazistér di-
menzidjat tgy csokkenthetjiik, ha egy kiilsé (eddig mérték-tipusinak nevezett)

kényszert vezetunk be. Legyen ez a kényszer:
Q=2"-7=0 (4.13)

Az 1) kényszer valgjdban a paraméter megvalasztasat jelenti ebben az esetben.

Ezekutan az elméletben két masodosztalyd kényszer van, mivel:

{92,0} =2p° (4.14)
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Az Q kényszerre kirétt konzisztenciafeltétel meghatérozza az ismeretlen fuggvényt:

s 00 o 1 B

Amennyiben (4.13)-bdl szarmazé egyszertisitéseket még a zardjelek szédmolédsa
elott fel kivanjuk hasznélni, a két masodosztalyd kényszer segitségével képezett

Dirac zaréjeleket kell hasznélni:

1 1
{fvg}D = {fvg} + —0{f7 xo}{pzvg} - —O{fvpz}{xovg} (416)
2p 2p
Itt p* = —(p°)? + p? jelolést alkalmaztuk.

A fundamentalis Dirac zardjelek természetesen kiillonboznek a fundamentalis

Poisson zardjelektol:

{xavxb}D =0 s {pavpb}D =0 >

a a pa (417)
{z", pp}p =0 — E@? :

Végezetul egy érdekes megjegyzés: amennyiben a szabad relativisztikus
részecske elobb ismertetett klasszikus elméletét a kvantalashoz kivanjuk kiindulési
pontként hasznalni, a kanonikus koordinatak operatorokkd valnak, melyek egy
allapottéren hatnak. Az allapottérnek csak az a része kell fizikai allapotokat leirjon,

melyet a (szintén operdtorositott) kényszer annihilél:
(P> +m?)|¥ >=0 (4.18)
Ez nem mas, mint az impulzus reprezentacioban felirt Klein-Gordon egyenlet.

Mint lathaté, (4.18)-ban el6jott a relativisztikus elméletek kvantumos
targyaldsakor ad6dé egyik f6 nehézség: (3.12)-vel ellentétben a p° itt nem linedrisan
jelenik meg. Bar ez a nehézség kezelhet6é a Klein-Gordon egyenlet esetében, az

altalanos relativitaselmélet kanonikus kvantaldsat rendkiviili médon megneheziti.

17



AJANLOTT IRODALOM
[1] Dirac: Lectures on Quantum Mechanics, Yeshiva University Press (1964)

[2] Sudarshan, Mukunda: Classical Dynamics. A Modern Perspective, Wiley
(1974)

[3] Hanson, Regge, Teitelboim: Constrained Hamiltonian Systems, Academia

Nationale dei Lincei (1976)
[4] Sundermayer: Constrained Dynamics, Springer (1982)

[5] Esposito: Quantum Gravity, Quantum Cosmology and Lorentzian Geome-

tries, masodik kiadas, II. fejezet Springer (1994)

[6] Gergely: Kényszeres dinamikai rendszerek 1, JATE Elméleti Fizikai
Fiizetek (1995)

[7] Romano: General Relativity and Gravitation 25, no. 8 p. 759 (1993)

[8] Lanczos: The Variational Principles of Mechanics, Toronto Univ. Press

(1949)

18



